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Resumen

En este trabajo se estudia e implementa la formulacion elastica lineal del elemento de
cascara MITC4 para aplicarlo a la modelacién de estructuras de materiales compuestos
laminares, donde algunas variables de entrada para el modelo son el tipo de material
isotropo u ortétropo de cada capa del compuesto laminar, el niimero de capas, la orienta-
cién de cada capa y la aplicacién de un algoritmo para el calculo de Factores de Correc-
cién para la energia de corte transversal, los cuales cobran mucha importancia en modelos
de elementos finitos que asumen deformaciones de corte transversal constantes a través
del espesor. Estos Factores de Correccion son especialmente importantes al simular com-
puestos tipo sandwich donde el material de las laminas exteriores posee modulos elasticos
mucho mayores en comparacién con los médulos elasticos del niicleo. Este tltimo caso
se aprecia en estructuras tipo panel con nucleo de honeycomb. El cédigo computacional
escrito permite el andlisis estatico lineal de mallas planas y curvas, al igual que reali-
zar analisis de frecuencias naturales y modos de vibraciéon calculados usando una matriz
de masa diagonalizada. El desempeno del cédigo es evaluado al aplicarlo a la solucion
de varios problemas de prueba de los cuales se conoce su solucién analitica y mediante

comparacion con soluciones de cédigos de elementos finitos comerciales.
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Abstract

This work is concerned with the study and implementation of the linear elastic formu-
lation of MITC4 shell element, which is applied to the simulation of composite laminates
and sandwich structures. Some input variables for the model are the isotropic or orthotro-
pic material type of every layer, the number of layers, their orientation and the application
of an algorithm for the calculation of Shear Correction Factors for the transverse shear
strain energies. These Factors are very important for finite element formulations that
assume constant transverse shear strains through the thickness of the elements. The sen-
sitivity of the application of the SCF’s on the FEM solution can be seen clearly when
simulating sandwich type composites in which the transverse shear modulus of the face
sheets are higher than the transverse shear modulus of the core, as it occurs in honeycomb
composites. The Matlab® code written is intended for the linear static analysis of plane
and curved meshes. Analysis of natural frequencies and mode shapes using a lumped mass
matrix is also possible. The performance of the code is evaluated through its application
to the solution of several benchmark problems and through the comparison of the results

with the solutions given by commercial finite element packages.
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Capitulo 1

Los elementos tipo Cascara

El uso de elementos tri-dimensionales para modelar problemas con geometrias delga-
das presenta algunas dificultades. En primer lugar, tener tres grados de libertad en cada
nodo conlleva a grandes coeficientes de rigidez para aquellos desplazamientos relativos a
lo largo de un borde correspondiente al espesor, lo que presenta problemas numéricos por
mal condicionamiento de las ecuaciones. En segundo lugar, el uso de varios nodos a través
del espesor resulta en un gran aumento en el uso de memoria y tiempos de computo [4].
Estas son las razones principales para el desarrollo de elementos de placa y de cascara

para modelar geometrias delgadas.

Antes de tratar los elementos de céscara se hard una corta referencia a algunas hipdtesis

fundamentales en la teoria de placas y céscaras. La primera y més importante de ellas es:

Hipétesis 1. Las particulas del material que estdn originalmente en una linea recta
perpendicular a la superficie media de la cdscara permanecen en una linea recta durante

las deformaciones.

Dos teorias que se desprenden de la hipdtesis anterior son:

Teoria de placas delgadas de Kirchhoff (1850): las deformaciones por corte se
desprecian, y la linea recta permanece perpendicular a la superficie media durante las

deformaciones.

Teoria de placas gruesas de Mindlin/Reissner (1945 y 1951): las deformacio-

nes por corte se incluyen, y la linea que originalmente se hallaba normal a la superficie

11



CAPITULO 1. LOS ELEMENTOS TIPO CASCARA

media no permanece perpendicular a dicha superficie durante las deformaciones [9]. El
elemento MITC4 se ajusta a esta teoria y propone una solucién a un problema asociado
a estas deformaciones por corte transversal, el cual se tratard en las secciones siguientes.

La segunda hipdtesis, la cual estd limitada a pequenas deformaciones, es:

Hipétesis 2. El espesor de la cascara permanece constante durante las deformaciones,

luego la componente normal a la superficie media se asume €,, = 0.

A continuacién se menciona la tdltima hipétesis, cuya aplicacion a la relacion consti-

tutiva 3D permitira obtener la relacion constitutiva para el elemento de cascara.

Hipétesis 3. Las tensiones en la direccion normal a la superficie media de la cascara se

asumen nulas, de donde T, = 0.

Para enfrentar un problema que requiera analisis de geometrias curvas se han tenido
las siguientes posibilidades: 1. Desarrollar elementos curvos basados en teoria clasica
de céscaras (las formulaciones son complejas), 2. Usar elementos sélidos 3D de espesor
pequeno o 3. Desarrollar elementos de cdscara curvos degenerando elementos sélidos. El
elemento basico para el desarrollo de la formulacién del MITC4 es el elemento degenerado

de Ahmad, Irons y Zienkiewicz (AIZ), al cual se hard referencia en la seccién 1.1.

1.1. El elemento de Ahmad, Irons y Zienkiewicz

Este elemento de cédscara publicado en 1970 (ver Ref. [4]) presenta una formulacién
general para un elemento finito curvo degenerado basado en la teoria de Mindlin y Reiss-
ner, de forma arbitraria y que incluye el calculo de deformaciones por corte transversal, lo
que permite usar el elemento para modelar geometrias gruesas o delgadas. Es un elemen-
to con continuidad C° para todas las variables cinematicas, esto es, desplazamientos y
rotaciones [47], y donde los desplazamientos u, v y w son calculados de las contribuciones
de la interpolacion de los desplazamientos de los nodos de la superifice media y de la
interpolacién de las rotaciones de los vectores nodales normales a dicha superficie. En la

Fig. 1.1 se presenta una ilustracion del elemento AIZ.

12



CAPITULO 1. LOS ELEMENTOS TIPO CASCARA

Shell midsurface

Figura 1.1: Elemento de cdscara de Ahmad-Irons-Zienkiewicz. Tomada de [9].
La geometria del elemento AIZ esté definida por:

q q
t
‘i(r, s,t) = ; hy, Lok + 3 ;akhk vk (1.1)

Donde hy(r, s) son las funciones de interpolacién isoparamétricas 2D correspondientes

al nodo £,

= 371+ 5) My = (=)0 - 5) (12)
h2:%<1—7~)(1+5) h4:i(1+r)(1—s) (1.3)

Iz, son las coordenadas cartesianas de cualquier punto dentro del elemento en el tiem-

po [, lz¥ son las coordenadas cartesianas globales del nodo k, ay es el espesor del elemento

en la direccién ¢ en el nodo k (se asume invariante durante las deformaciones) y 'V son

13



CAPITULO 1. LOS ELEMENTOS TIPO CASCARA

las componentes del vector director unitario V¥ “normal” a la superficie media de la

cascara en la direccion ¢ en el nodo k.

En este elemento se han introducido las siguientes hipdtesis cinematicas:

» Los vectores directores permanecen rectos durante la deformacion (ver Hipétesis 1).

= Los espesores nodales a;, permanecen constantes durante la deformacién. Esta hipote-

sis sélo es vélida para pequenas deformaciones (ver Hipdtesis 3).

Los desplazamientos para un tiempo [ = 1 son,

U; = 1$i — 033'1' (14)

Reemplazando la Ec. 1.1 en la Ec. 1.4, resulta,

q q
t
Ui(”f’a S7t) = E hkuf + 5 E akthfi (15)
k=1 k=1

donde V¥ es el vector de incrementos a lo largo de los vectores directores de *V*,

Vo=V =0y (1.6)

Las componentes de V¥ se expresan en términos de las rotaciones en el nodo alrededor

de dos vectores unitarios °V v °VF ortogonales a °V*. OV} est4 definido como,

kaz
oyk = &1 X o 1.7
= ey o] o

donde ¢, es el vector base unitario en direccién del eje y global. Cuando °V,* es paralelo
a e, se usa "VJ" = e, [38]. "V estd definido como,
Ok = Ok Ok (1.8)

Si ap v P son rotaciones infinitesimales del vector director Oy,f alrededor de los

vectores Vv OV tenemos que (ver pdg. 12 de la Ref. [21]),

VF = Vo, 40 VB, (1.9)

_-_n -
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CAPITULO 1. LOS ELEMENTOS TIPO CASCARA

Sustituyendo las componentes de la Ec. 1.9 en la Ec. 1.5 obtenemos,

q q
t
w;(r, s,t) = E huf + B g arhy, (=" Vaiay, + Vi By) (1.10)
k=1 k=1

En el elemento de céscara AIZ descrito arriba se utilizan 5 grados de libertad, que
corresponden a tres desplazamientos u¥, para i = 1,2,3 y dos rotaciones oy, y (. Este
elemento puede utilizarse para modelar cascaras de espesor variable dado que los espeso-

res a; pueden ser diferentes en cada nodo.

El elemento de cascara degenerado de Ahmad, Irons & Zienkiewicz se desempena ra-
zonablemente bien en andlisis de cascaras gruesas, sin embargo, no es asi para el andlisis
con elementos delgados donde se usa integracion completa para evaluar la matriz de ri-
gidez. Esto ultimo se debe a la aparicion de soluciones muy rigidas, que se atribuyen
a los denominados bloqueo por corte transversal (shear locking) y bloqueo membranal

(membrane locking). Este tema serd tratado con mayor profundidad en la Seccién 1.2.

1.2. El problema numérico del bloqueo (locking)

Un problema asociado al uso de la interpolacién para los desplazamientos del elemento
AlZ presentada en la Ec. 1.10 es que el elemento bloquea cuando es delgado. Esto se debe a
que la discretizacion de elementos finitos dada por las funciones de forma isoparamétricas
no permiten satisfacer la hipétesis de Kirchhoff para cédscaras delgadas [19], en donde
las deformaciones por corte transversal se asumen iguales a cero. Es decir, con estas
interpolaciones, no es posible que las deformaciones por corte transversal sean cero en
todos los puntos del elemento a excepcién del caso en el cual tanto las rotaciones como
los desplazamientos nodales sean iguales a cero. El fenémeno del bloqueo se presenta
en modelos de elementos finitos basados en desplazamientos, en donde se produce una
rigidez artifical de los elementos a medida que la razon entre su espesor y su longitud

caracteristica h/L decrece [9]. Se ilustrard el bloqueo a través de algunos ejemplos.
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CAPITULO 1. LOS ELEMENTOS TIPO CASCARA

1.2.1. Bloqueo en un elemento de viga recta 2D

Para los elementos de viga rectos se presenta siempre el bloqueo por corte transversal
para elementos de dos nodos y para elementos de tres y cuatro nodos cuando los nodos
interiores no se hallan en sus posiciones naturales. A continuacion se presenta la expresion
para la energia potencial total de la formulacién de la viga isoparamétrica 2D, donde se
presentan integrales para la contribucién de las energias por corte y flexion. La contri-
bucién de las cargas al potencial total ha sido omitida, luego el potencial total se puede

expresar como [9),

- Lrdpg\? L/ dw 2 GAk bh3

La Ec. 1.11 muestra la importancia de las contribuciones por flexiéon y corte a la
matriz de rigidez de un elemento. Para este modelo continuo, cuando el espesor h — 0
el factor perteneciente al término de corte @« — oo. Esto implica que la restriccién de
deformaciones por corte iguales a cero tiende a satisfacerse. Entonces, si la rotacién total

del plano que originalmente se halla normal al eje neutro de la viga estd dada por,

_dw

B=—~ (1.12)

y si la deformacién por corte v = 0, obtendriamos que 8 = dw/dx. El modelo discreto
de elementos finitos para la representacion del desplazamiento y la rotacion del elemento,

Se€ expresa como,

=1 =1

Si cuando @ — oo (h — 0) las deformaciones no pueden ser cero dentro del volumen
del elemento, se introducira en el andlisis una energia de deformacién por corte errénea,
que puede ser grande comparada con la energia de deformacién por flexién [9]. Esto se
produce debido a que las funciones de interpolacién solo pueden satisfacer la condicion
de deformaciones por corte iguales a cero cuando w; y 6; sean iguales a cero de manera

simultdnea. Entonces, ante el caso de una viga 2D delgada con un momento flector en un
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extremo (caso dominado por la flexién), o — oo, pero habra rotaciones o desplazamientos
nodales mayores que cero. En conclusion, las funciones de interpolaciéon no permiten
representar deformaciones por corte iguales a cero, error que resultara en desplazamientos
mucho menores que los valores exactos debido a la sobre-rigidez del modelo de elementos

finitos, es decir, conllevard al bloqueo por corte transversal.

1.2.2. Bloqueo en elementos de viga curvos 2D

A diferencia de los elementos de viga rectos tratados en la seccion 1.2.1, que sélo
presentan bloqueo por corte, los elementos de viga curvos presentan ademas bloqueo
membranal. El bloqueo membranal ocurre también en elementos de cascara curvos, y es
causado por la diferencia de 6rdenes de términos particulares de las deformaciones mem-
branales. Este tipo de bloqueo es tipico en elementos de viga de tres nodos y elementos
de céscara de nueve nodos [67]. A continuacién se presenta un ejemplo del problema del
bloqueo por corte y membranal. Se trata del elemento de viga curva de tres nodos de

Timoshenko, en donde el funcional de la energia potencial total es ([52], p. 52),

L rdoN? L/ dug\ L/ du, 2

donde L es la longitud de la viga circular medida a lo largo de su eje, las direcciones

Bl
M=—
2

s y n son las direcciones tangencial y normal a su eje, respectivamente, y W el potencial

de las cargas externas. Los factores de la segunda y tercera integral son,

12 112Gk

=3 o =73 (1.15)

o777}

de donde es evidente que cuando la viga se hace delgada la segunda y tercera integral

actian como una penalizacion para imponer las condiciones,

du du
=—=0 s = —— — 0 =0 1.16
ds " ds ( )

688

es decir, deformaciones membranales y de corte iguales a cero.
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1.2.3. Bloqueo en un elemento de placa

La energia potencial de un elemento de placa puede escribirse como [8]:

(1.17)

>~

I = /5Tgb5dA + a/:yTgsf_ydA; o=
A A

Donde los momentos flectores internos y fuerzas de corte son Cyr y Cs, respectiva-
mente. Luego o — oo cuando h — 0. Si las funciones de interpolacién que abarcan el
espacio solucién del elemento finito no pueden representar exactamente las deformaciones
de corte v = 0 (hip6tesis de Kirchhoff-Love para céscaras delgadas) a amplificara cual-
quier error en «y cuando h — 0, conduciendo al bloqueo por corte [33]. El bloqueo es una
propiedad del elemento relacionada con la razén L/h [18]. En el caso de una placa, el
unico fendmeno de bloqueo ocurre debido a la energia de corte transversal, es decir, no

existe bloqueo membranal (ver [29], pag. 70).

1.2.4. Ejemplos

En la Ref. [17] se encuentran tres ejemplos que ilustran el problema del bloqueo.
Primero se considera el elemento de viga isoparamétrico de dos grados de libertad (isobeam
[13]). Minimizando el potencial I = 0 y comparando con la solucién analitica para una
viga en voladizo con carga de momento flector constante se obtiene:

02 1
FE (1.18)

04N 1+%£2
E \ h

Se concluye que el elemento bloquea dado que,

» Para elementos gruesos (L/h) — 0, luego (Opg/0an) — 1y,

» Para elementos muy delgados (L/h) — oo, luego (0pr/0an) — 0.

Luego, se analiza un elemento de 16 nodos que modela un cuarto de una placa cua-
drada simplemente apoyada sujeta a una carga de presion constante. La experimentacion
numérica muestra que el elemento bloquea al usar integracién numérica normal en ele-
mentos distorsionados para una razén (L/h) > 100. Por dltimo se analiza una céscara
curva en voladizo con un sélo elemento parabdlico. Se observa que los resultados se dete-

rioran conforme aumenta el angulo cubierto por el elemento, sin embargo, con 6 elementos
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cubriendo el dngulo de 30° los resultados obtenidos son razonables, dado que el fenémeno
del bloqueo es una propiedad del elemento. La sensibilidad que también posee el elemento
a las distorsiones decrece conforme aumenta su espesor. Para el caso de una céscara cur-
va el bloqueo también puede ocurrir debido a las deformaciones membranales [29]. Otros
ejemplos que demuestran el bloqueo para una placa en voladizo y una placa cuadrada
empotrada, ambos con cargas uniformes, pueden ser consultados en el Anexo A de la Ref.

33].

1.2.5. Soluciones al problema del bloqueo

Las matrices elementales son evaluadas mediante integracién numérica por regla de
Gauss. Si el nimero de puntos de Gauss es suficiente para evaluar las integrales exacta-
mente se estd usando integraciéon completa. Si se usan menos se esta usando integracion
reducida [9]. Una solucién al problema del bloqueo es usar integracién reducida uniforme
o integracion reducida selectiva sobre los términos de corte, sin embargo, este tipo de
integracion resulta en deficiencia de rango de la matriz de rigidez, lo que puede producir

modos espurios de energia cero.

El efecto de la integracion reducida sobre los ejemplos de la seccion 1.2.4 también se
analizan en la Ref. [17] y son los siguientes. Para el caso de la viga isoparamétrica someti-
da a momento flector constante el uso de integracién reducida (RI) e integracion selectiva
(SI) no producen modos espirios de energia cero y proveen las mismas soluciones, esto

es,

Ost _ 4 Orr _4 (1.19)

QAN 6)AN

Para el caso de la placa simplemente apoyada, el problema del bloqueo se logra reme-
diar aplicando integracion reducida sobre la superficie media, aun para grandes distor-

siones de la malla, sin embargo, produce un modelo demasiado flexible, es decir,

Ore 4 (1.20)
0an

Para el caso de la cdscara curva en voladizo la integracién reducida de Gauss de

orden 2x2 o 3x3 resulta en valores caracteristicos espurios con valor de cero, impidiendo
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la solucion de las ecuaciones gobernantes. En conclusion, la integracién reducida no es

efectiva para la solucién de este modelo.

1.2.6. Conclusiones del capitulo

Sobre la informacién contenida en las secciones anteriores y la Ref. [17] se puede

concluir lo siguiente:

= En general, las interpolaciones de los desplazamientos de elementos de cascara no
podran representar deformaciones de corte transversal iguales a cero dentro del
elemento, lo que conducird al bloqueo por corte transversal, sin embargo, para

cascaras curvas, el bloqueo membranal es mas importante ([47], p. 403).

» Para solucionar el bloqueo por corte transversal se puede emplear integracién re-
ducida o selectiva, donde es necesario tener en cuenta que estas pueden producir
modos de cuerpo rigido espurios (falsos) [29]. Su uso se hace mas critico para andli-
sis no lineales, donde estos modos espurios se pueden manifestar ain cuando no se

apreciaron en un andlisis lineal (ver Ej. en Apéndice 2 de Ref. [17]).

» El bloqueo es una propiedad del elemento, por lo cual su razén de aspecto (L/h) y
su distorsiéon deben ser mantenidas al minimo. Este problema numérico también se

puede superar reduciendo la razén L/h, es decir, refinando la malla.

= Para definir una malla apropiada para el anélisis de una cascara se puede probar un
elemento con espesor y curvatura tipicos, someterlo a un momento flector, comparar

su solucién con la analitica y concluir si la razén (L/h) induce al bloqueo.

En el Capitulo 2 se presentan las Interpolaciones Mixtas de Componentes Tensoriales
de las deformaciones de corte transversal para el elemento AIZ de 4 nodos (MITC4), las

cuales solucionan el problema del bloqueo sin introducir modos de cuerpo rigido espurios.
Para aquel lector interesado en aprender o profundizar en los conceptos y la teoria de la

Mecénica del Medio Continuo que se presenta desde este punto en adelante se recomienda

de manera especial el texto de Dvorkin & Goldschmit de la Ref. [20].
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Capitulo 2

El elemento MITC4 de una capa

El MITC4 (Mized Interpolation of Tensorial Components) es un elemento general de
cascara de 4 nodos formulado a partir del elemento AIZ y publicado por Dvorkin & Bathe
en 1986 [19]. Su geometria esta descrita por la Ec. 1.1 y sus desplazamientos por la Ec.
1.10. El elemento permite modelar materiales gruesos o delgados de geometria arbitra-
ria y problemas de grandes desplazamientos y rotaciones pero pequenas deformaciones.

También puede ser usado efectivamente en anélisis con no linealidades materiales.

El MITC4 pertenece al grupo de los elementos formulados a partir del método de
las Deformaciones Naturales Supuestas (ANS - Assumed Natural Strains), el cual per-
mite aliviar los efectos del llamado bloqueo geométrico, dentro del cual se encuentran
el bloqueo por corte transversal y el bloqueo membranal. El uso de Deformaciones Su-
puestas (AS) en coordenadas naturales fue propuesto por primera vez por MacNeal en la
Ref. [41] (ver [23]) y posteriormente por Bathe & Dvorkin en las Refs. [19, 10], aunque el
nombre (Assumed Natural Strains) y su acrénimo ANS son debidos a Park & Stanley [51].

Para el elemento de cascara degenerado de Ahmad, Irons & Zienkiewicz el bloqueo
por corte transversal que busca solucionar el MITC4 esta asociado a la derivacién de la
matriz deformaciones-desplazamientos a partir de la interpolacién presentada en la Ec.
1.10 [19]. En general, este método estd basado en una evaluacién de las componentes
de las deformaciones en coordenadas naturales (convectivas) en puntos especificos, y en
una re-interpolacion para curar las rigideces artificiales causadas por una interpolacion

insuficiente [43]. El elemento para flexién de placas (ver Ref. [10]) desarrollado a partir

21



CAPITULO 2. EL ELEMENTO MITC4 DE UNA CAPA

de la formulacion original del MITC4 [17, 19] ha sido considerado el elemento ANS més
simple de todos [44].

Para el caso del MITC4 la solucién al problema del bloqueo por corte transversal se
da redefiniendo las deformaciones por corte fuera del plano 13 y €23 que se derivan de
la Ec. 1.10 por interpolaciones en coordenadas naturales &,3|M* y £53|M* (mixtas) de la
forma:
|MX —

. . 1 -
Epe (1+s)EP0 4 + 3 (1—s)&P0 (2.1)

| —

1
MX = Z(147) 5§1|D+§(1—r) gbI (2.2)

N[ —

évsi&

Donde 551 |p son las componentes covariantes del tensor de deformaciones infinitesi-
males en el sistema de coordenadas naturales €;; evaluadas mediante interpolacién directa
(DI) en el punto P a partir de las interpolaciones de los desplazamientos (Ec. 1.10), sien-
do r y s las coordenadas naturales del elemento (ver Fig. 2.1). La aproximacion de las
deformaciones de corte transversal a través del espesor del elemento de cdscara se asume
entonces como constante, dado que la coordenada natural a través del espesor ¢ no hace

parte de las interpolaciones presentadas en las Ecs. 2.1 y 2.2.

E13 interpolation

"@
[3

£23 interpolation

Figura 2.1: Puntos de evaluacién para interpolaciones mixtas de las deformaciones de
corte transversales, con r = ry, s = ry, t = r3 (izq.) e ilustracién de las funciones de
interpolacién mixta de componentes tensoriales (der.). Tomada de [19].

La matriz de rigidez del elemento m se puede calcular usando el funcional:
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CAPITULO 2. EL ELEMENTO MITC4 DE UNA CAPA

=3 / Fatmgimeqy m — ytm (2.3)
oy/(m)

donde 7% son las componentes contravariantes del tensor de tensiones de Cauchy en

el sistema convectivo, €;; son las componentes covariantes del tensor de deformaciones

infinitesimales en el sistema convectivo y W es el potencial de las cargas externas.

Finalmente, las componentes &,,, £, v €., serian evaluadas a partir de las Ecs. 1.1
y 1.10, y las componentes &,; y €4 serian evaluadas con las Ecs. 2.1 y 2.2. La juiciosa
seleccion de las interpolaciones para las deformaciones de corte transversal confieren al

MITC4 las siguientes caracteristicas [19]:

1. El elemento puede representar los seis modos de cuerpo rigido.

2. El elemento puede aproximar la hipotesis de Kirchhoff-Love de deformaciones de

corte despreciables, es decir, puede ser usado para modelar cdscaras delgadas.

3. El elemento no contiene modos espurios de energia cero si se usa integracién numéri-

ca completa.

2.1. Relacion Constitutiva

La relacién entre tensiones y deformaciones en el sistema de coordenadas naturales

para el cdlculo de la matriz de rigidez elemental (Ec. 2.3) es expresada como:

7= Mg, (2.4)

donde C* gon las componentes contravariantes del tensor constitutivo de cuarto
orden en las coordenadas convectivas (r, s,t). La relacién constitutiva es conocida en el
sistema, cartesiano local de bases ortonormales é;, i = 1,2, 3, con la condicién 733 = 0.
Denotando este tensor constitutivo como C™mop , el tensor constitutivo para la Ec. 2.4 se

obtiene con la siguiente transformacion tensorial [20]:

O = (g 2,) (¢ -2,) (¢ 2,) (g -2,) €7 25)
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donde ¢ son los vectores base contravariantes del sistema de coordenadas naturales,

calculados a partir de los vectores base covariantes, donde:

A g . DU 0°X
¢ —= Y aq. LY = i — i1 — Yi ] 26
g 9 9gj g |g|2 9 ﬁm 9ij 9i - 9j ( )

°X se calcula a partir de la Ecuacién 1.1, D% es el cofactor del término g;; en la matriz
del tensor métrico y | J | es el determinante de la matriz jacobiana en el punto considerado

y que se define mediante,

(o] [9] [ox 9y 092] [O]
or ox or Or Or| |0z
Gy 9] 2|0z 9y 92019 (2.7)
ds ~ |y ds 0s O0s Yy
9 O |ox Oy 9z 10
L Ot L0z Lot ot oOtd Loz

En el MITC4 los vectores base del sistema de coordenadas cartesiano local del elemento

se definen a partir de los vectores base del sistema convectivo como (ver Fig. 2.2):

. g g2 X & P
= 2 1_—|;zxé3| €y = €3 X £ (2.8)
92 X €3

Q)
w
|
>

La transformacién de la Ec. 2.5 debe realizarse en cada punto de Gauss y puede

expresarse matricialmente como [50],

(2.9)

[[@Y
Il
O

~
oy
Ik

con,
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l% mf n% l1m1 miny TLlll
l% m% n% l2m2 maono nzlg
12 m2 n2 l3m3 msng n3l3
Q=" ’ ’ (2.10)
- 200y 2mimg 2ning Limg +myly ming +nimg nily + ling
2l2l3 2m2m3 2n2n3 l2m3 + m2l3 MaN3 + NaMms3 nglg + l2n3
2[113 2m1m3 2711713 m1l3 + llmg nims + mins l1n3 + n1l3
y donde,
h=g & mi =g g nm=g-& (2.11)
ly = g’" [ my = gs € ny = gt € (2.12)
ls=g" & my = g° - &3 ny = gt e (2.13)

La matriz :C’ se expresa matricialmente de acuerdo al contenido de la Seccién 2.1.1.

Para mads detalles acerca de la transformacién de la Ec. 2.9 remitirse al Anexo A.

Figura 2.2: Sistema de coordenadas cartesiano local usado en el MITC4 para cada punto
de Gauss. Tomada de [19].
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2.1.1. Modelo de material isétropo

La matriz constitutiva para el elemento MITC4 se encuentra a partir de la relacién
tensiones-deformaciones de elasticidad 3D, la cual esta escrita en ejes locales para poder
introducir la condicién de tensién plana 733 = 0. La relacion entre las tensiones y las
deformaciones locales se obtiene haciendo €33 = 0 (ver [47], pag. 445). Si se impone la

condicién 733 = 0 también se llega al mismo resultado (ver [60], pag. 80):

1 v O 0 0 0
v 1 0 0 0 0
g |looo o 0 0
C=17 - 214
0 0 0 0 0
1—v
0 0 O 0
KR 2 1
— UV
0 0 O 0 0
I "o

El modelo de material isétropo se define con dos constantes, el moédulo de Young F
y el coeficiente de Poisson v. La constante x es el Factor de Correccion de la energia de
corte transversal (SCF). Para materiales isétropos y homogéneos su valor es constante
e igual a 5/6. La simulacién de materiales compuestos usando elementos finitos cuyas
deformaciones se asumen constantes a través del espesor son especialmente sensibles al

uso de los SCF, tema que se abordara con mayor detalle a partir de la Seccién 3.5.

2.2. Tensor de deformaciones infinitesimales

Las componentes de las deformaciones para el elemento MITC4 para anélisis lineales
se obtienen a partir de las componentes del tensor de deformaciones infinitesimales (ver

detalles en Anexo E),

1, U , oUu

~'i'inea:_ Oi'__ °g; 2.15
Ejh l 2 g 87’]'+ gj 87”2‘ ( )

Desde este punto en adelante £;; = €;;|1ineal. A continuacion se escriben las componentes
lineales del tensor de deformaciones infinitesimales para el elemento MITC4, teniendo en

cuenta que las componentes de las deformaciones en el sistema convectivo &, Ess ¥ Eps
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se derivan a partir de la Ec. 2.15, mientras que las componentes de las deformaciones de

corte transversal £ vy €, se hallan a partir de las interpolaciones presentadas en las Ecs.

2.1y 2.2 [19]:

N t .
Eii = P °gi - up + §hkz,iak (—aw Vo' - °gi+ B V- i) i=1,2 (2.16)

DN | —

=~ o o t o o o o
€12 = {hk,z g1 uk+hga g2k + Ehk,Zak <—Oék vy g1 + B vy Ql)]

t

+ [—hk,lak (—auw V5 - °ga+ B V- 0g2)] (2.17)

N| —

2

~ 1+S o 10 o o o o
fra = St (ud =) + 008 (—enan Vi + s Vi - aan Vi + o )|

1—s 1
+ ( ) [Ogg (u;4 — uf’) + 5095 (—a4a4 O[/Q%j + Baay 091% — (u3ag %231- + Bsas OV{E)}
(2.18)

- 1+4+7) |, 1, . . , ,
€23 = ten { gsi (uj — ;) + 3 9o (—anar Vo + Prax Vi — auay Vo + Paaa Vﬁ)}

o

1
0935 (UZQ - U?) + 5 95 (—a2a2 O‘/22i + Baas OVEZ- — Q303 OVQ?Q + Bsas OVEZ)}
(2.19)

—~
—_
<
~—
- _ 1

Debido a la forma abreviada de escribir las Fcs. 2.16 a 2.19 tenemos que las siguientes
expresiones son equivalentes: £11 = &,,, €29 = &g, E12 = Ers, E23 = €4, €13 = E4¢. O€ ha
utilizado la siguiente notacién: hy; = Ohy,/0r; son las derivadas de las funciones de forma
del nodo k, U = [u’f ,ub, u'g} = [uk ok, wk} son las componentes del desplazamiento en el
nodo k, 095 es la componente j del vector base covariante ¢ en el punto de interpolacion
P, %VF v °VF son los vectores en el nodo k definidos en las Ecuaciones 1.7 y 1.8. Las

expresiones presentadas de la Ec. 2.16 a la Ec. 2.19 se determinaron a partir de la Ec.

2.15, resultando,
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5rs|1D

55t|1D

Ert

~ |ID_

w0

el = or Or

0°z Ou

~ |ID _

o s Os +
1 80x8_u 80y@ 0%z Ow
2| Or Os or 0s ' Or Os
110%0u  0°%0dv  0°z0w
2| 0s Ot ds Ot = 0s Ot
110%0u 0% 0v 020w
or ot = Or ot = Or ot
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dr Or

0°y dv
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4 Ou Oou 0°x
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4 o Oou 0°x
or ot

0°z 8_w
or Or

0°z 0_w
Js Os

ov 0%

or Os

ov 0%

s Ot
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ar ot

ow 9°z

Or Os
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ow 0°z

Or ot
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|

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

donde el superindice ID hace referencia a la Interpolacion Directa de las deformaciones.

Teniendo en cuenta la expresion para los desplazamientos presentada en la Ec. 1.10, es

posible escribir sus derivadas con respecto a las coordenadas convectivas r, s y t como,

ou
or

ov
or

3_10
L Or

-8h1 t ahlo 1
o 00 Tpug Ve
ahl t 8h10 1
R R
Ohy t Ohy, ,

0 T

28

Ba

1 (2.25)
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ou
0s

ov
O0s

3_10
| Os

ou
ot

ov
ot

L ot

[ Ohy t Ohi, . t
FE T L P
Ohy t Ohy, , t
s 3" s g™
Ohy t Ohy, , t
0s —2a1 0s Vas 2
I 1 oy/1 1 oy/1
0 0 0 —§a1h1 ‘/22 §a1h1 Vle
Lomevy Lamewt
0 00 —§CL1 1 Vaoy 5@1 1 Viy
1 oy/1 1 oy/1
0 00 —§a1h1 ‘/Qz §a1h1 ‘/lz

t
Vl
lx 2
ohi, | ¢
S Viy §a4
t
Vi, 04
. )
§a4h4"vfi
1
§a4h40Vf§
1
§a4h4OVf§

fa

Ba
1 (2.26)

(2.27)

Luego, se tienen en cuenta las interpolaciones mixtas del MITC4. Para mayor claridad,

se reescriben las expresiones dadas anteriormente en las Ecs. 2.1 y 2.2,

ért|MX —

N | —

|MX —

N[ =

€~515

1
(L+ )& a+5 (1 =98 o

1
(1+7”)5§I|D+§(1—7”)5§I|B

(2.28)

(2.29)

Las componentes de las deformaciones €07 y 07 presentes en las Ecs. 2.28 y 2.29

deben evaluarse en los puntos de atadura (tying points) con coordenadas convectivas
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A(0,1,0), B(—1,0,0), C(0,—1,0) y D(1,0,0). Las componentes de las deformaciones de
las Ecs. 2.20 a 2.22, 2.28 y 2.29 pueden escribirse entonces como ([29], pag. 73):

el
Essl'P B
28,,/'P | = | BIP U £ = :B U (2.30)
28, [MX BMX
22,,[MX BMX

donde £ (5 x 1) es el vector columna formado con las componentes curvilineas cova-
riantes diferentes de cero del tensor de deformacion infinitesimal, § (5 x 20) es la matriz
deformaciones-desplazamientos formada a partir de las matrices que relacionan el vector
de desplazamientos y rotaciones nodales U (20 x 1) con una componente particular de

las deformaciones. Estas matrices tienen dimension B/¥" (1 x 20).

Debe notarse que en la formulacién del MITC4 se asume que el espesor de la cascara
es constante, luego la componente de la deformacién &, a través del espesor del elemento
es cero [19]. Es posible obtener los vectores de deformaciones en los sistemas cartesiano
global € y cartesiano local € a partir de las deformaciones en el sistema de coordenadas

convectivo £ mediante las expresiones [50],

e=(¢ (2.31)

con (ver Ec. 2.10),
llng‘_Z’ mlzgs'z nlzgt'z (232)
lb=g"-j my=g°-j nlzgt~2 (2.33)
=gk mi =gk =gk (2.34)
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E=Q¢ (2.35)
con (ver Ec. 2.10),
h=g-¢ my =g°- & ny = gt € (2.36)
=g & my = g°- & ny = gt * €9 (2.37)
l3 = gr . é?’ my = gs . éS ny = gt . é3 (238)

Detalles sobre estas transformaciones pueden consultarse en el Anexo A.

2.3. Uso de seis grados de libertad por nodo

Con el objetivo de imponer condiciones de borde de rotaciones definidas alrededor de
ejes cartesianos globales, tal como lo requieren los casos de prueba con geometria curva
de las Secciones 2.6.8 y 2.6.9 se extenderan los grados de libertad nodales de 5 a 6. En el
MITC4, los grados de libertad rotacionales estdn expresados en términos de los vectores
nodales V[ y VJ. Estos vectores serdn expresados en términos de los ejes cartesianos
globales, luego la transformacién de las dos rotaciones locales o y [ a los ejes globales

introducird una tercera rotacién global ([47], p. 456). La transformacién se obtiene de,

A

Uk

Ygiob — Lrot

¢, U*  donde, Tk, = (2.39)
00O ll mi Mg

OOOZQTFLQ?’LQ

OOOl3m3n3

Donde [;, m; v n;, para ¢ =1,2,3, son los cosenos directores entre los ejes cartesianos
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globales y nodales (ver Anexo A.3). La matriz de transformacién para los grados de

libertad rotacionales del elemento de 4 nodos es,

T! 0 0 0

=rot

0 T2 0 0

=rot

ot = (2.40)
0 0 I3 0

113
|

o o0 o T

El vector de grados de libertad nodales de la Ec. 2.39 incluye la rotacion 63, luego,

-
U= |uk ok wb o8 05 ok (2.41)

Como resultado, la matriz de rigidez elemental K| [(QTS)X%] debe ser expandida para incor-
porar el tercer grado de libertad rotacional en cada nodo. La matriz de rigidez elemental
con los grados de libertad rotacionales transformados al sistema coordenado global es
entonces [38],

K% =T glm 7ol (2.42)

==glob =rot =— [24 X 24} =rot

El uso de seis grados de libertad en los nodos del MITC4 podria ser necesario debido
al acople con otros elementos con rotacion alrededor de los ejes coordenados globales o

debido a la necesidad de imponer condiciones de borde de simetria [12].

2.4. Ecuacion de equilibrio y matriz de rigidez

El sistema de ecuaciones de equilibrio para un modelo estatico lineal es,

-U=R (2.43)

Il

donde U es el vector de desplazamientos y rotaciones nodales, R el vector de fuerzas
y momentos nodales externos y K la matriz de rigidez de la malla de elementos finitos,

y que puede calcularse como [21, 17],
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j

m)

||
||D:Jz

IID:Jz

K= K™ /
= / / / BTCB |J| dr ds dt (2.44)

donde § (5 x 20) es la matriz de deformaciones covariantes/desplazamientos, Q (5 x

3
I
3

5) es la matriz que almacena las componentes curvilineas del tensor constitutivo expresa-
da en las bases contravariantes correspondientes [29], simétrica para modelos de material
hiperelasticos y elasto-plasticos cuando se usa un modelo de plasticidad asociada [21],
y J la matriz jacobiana. En este elemento de cdscara la integracién numérica se realiza
mediante el Método de Cuadratura Gaussiana. Los 6rdenes de integracion en las tres di-
recciones deben seleccionarse suficientemente altos para evitar modos espurios de energia
zero. Durante este trabajo se usa el orden de integracién que permite la integraciéon exacta

de la matriz de rigidez, es decir, 2x2x2 (integracién completa).

2.5. Analisis de Frecuencias Naturales

El conocimiento de las frecuencias naturales de una estructura y sus modos asociados
permite prevenir condiciones de resonancia y es la base para los calculos de la respuesta
dindmica de un sistema ante la aplicacién de fuerzas [58|. El objetivo principal del célculo
de modos y frecuencias naturales es compararlas con las frecuencias de excitacion para

asegurarse de que se encuentran bien separadas [14].
Para determinar las frecuencias naturales de una estructura partimos del modelo des-
crito por el sistema matricial de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma dada por

la Ec. 2.45.

+CU+ KU + R =0 (2.45)

=
IQ >
IIQ

donde M es la matriz de masa, C' la matriz de amortiguamiento, K la matriz de
rigidez, R®*' la matriz de fuerzas externas debido a cargas o tensiones iniciales, y U,
Uy U los vectores de desplazamientos, velocidades y aceleraciones nodales del sistema,

respectivamente. Una estructura sin amortiguaciéon (C' = 0) ni cargas externas (R“* = ()
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sufre de movimiento arménico (causado tal vez por sus condiciones iniciales) y donde cada
grado de libertad se mueve en fase con todos los demés grados de libertad. El movimiento
armonico se modela haciendo

A~

U= _ﬁsin(wt) y _[} = —wU sin(wt) (2.46)

donde U son las amplitudes de vibracién de los grados de libertad nodales, w es
la frecuencia circular (rad/seg) y t la variable tiempo. La frecuencia ciclica (Hz) es
f = w/2m. Teniendo en cuenta que el sistema no estd amortiguado y que no existen

cargas externas, el problema dindmico (Ec. 2.45) se reduce a:

IS
[t
>

+KU=0 (2.47)

Reemplazando las Ecs. 2.46 en la Ec. 2.47 obtenemos un problema general de valores

caracteristicos \:

(K-MAM)U=0 donde \=u? (2.48)

Se desean determinar las soluciones no triviales A del sistema (K —AM) que satisfacen

det(K — AM) =0 (2.49)

Para cada valor caracteristico \; existe un vector caracteristico U;. Al valor diferente
de cero w; = V' \; se le llama la frecuencia de vibracion fundamental. Si las matrices K

y M son de tamano n X n la Ec. 2.48 tendrd n valores caracteristicos \; y n vectores

~

caracteristicos U; siempre que K y M sean simétricas y definidas positivas. Podemos
hacer los vectores _ﬁl tnicos al normalizarlos, de manera que [69, 14],
U'MU;=1; j=12,..,n. (2.50)

En un anélisis de vibraciones la simetria de la estructura y de las restricciones no
implican simetria de todos los modos de vibraciéon. Imponer condiciones de borde de

simetria podria implicar la exclusién de todos los modos antisimétricos ([14], pag. 381).
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2.5.1. Matriz de Masa Consistente

Se denomina “consistente” debido a que las funciones de interpolacién que se utilizan
para calcularla son las mismas funciones de forma isoparamétricas usadas para generar la
matriz de rigidez elemental ([14], pag. 370). La matriz de masa consistente de una malla

de elementos finitos esta dada por la Ec. 2.51,

M =Y M=% / P T Fm) gy (2.51)

™ y(m)
donde H es la matriz de interpolacion de los desplazamientos y o™ es la densidad de
masa del elemento m. Las interpolaciones para los desplazamientos en cualquier punto

del elemento MITC4 pueden expresarse como U = H - U , asi,

t oy/1 & of/1 t oY1/4 1
U hy 0 O —§a1h1 Véx §a1h1 ‘/M: hy ... §a4h4 ‘/1$ w

v =10 b 0 —tah®Vy taihoVY 0 o faghsoVi |- (2.52)

w 0 0 hl —%&1h10‘/21z %alhlo‘/llz 0o ... %a4h40V14z u2

B

En la Ec. 2.53 se presenta la matriz de masa consistente para un elemento MITC4
rectangular, calculada a partir de la matriz H presentada en la Ec. 2.52, con cinco grados
de libertad por nodo, tres de traslacion y dos de rotacién, densidad p, espesor constante

a y volumen V', usando funciones de interpolacion bilineales.
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(2.53)

Como se observa en la Ec. 2.53, la matriz consistente posee elementos por fuera de

la diagonal, lo cual no representa en si un error, pero que produce algunos problemas.

Por ejemplo, algunos métodos de integracién explicita en el tiempo, principalmente el

Método de Diferencias Finitas Centrales, se apoyan en la existencia de una matriz de

masa diagonal para conseguir su eficiencia, al igual que otros métodos de integracion

implicita de segundo y tercer orden [5].
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2.5.2. Matriz de Masa diagonalizada (Lumped)

El interés de este trabajo es implementar un modelo de matriz de masa diagonal para
los céalculos de frecuencias naturales de las estructuras compuestas tipo cascara donde
se minimice la pérdida de exactitud. Contraria a la matriz consistente, esta matriz no
posee términos por fuera de la diagonal y es méas econémica en tiempos de calculo. Su uso
implica la pérdida de algo de informacion y exactitud en las soluciones, sin embargo, es
preferible para la soluciéon de problemas dindmicos con integracién explicita en el tiempo
donde la eficiencia para el cdlculo de M ~! compensa la pérdida de exactitud [70]. Las
matrices diagonales pueden ser almacenadas en un vector y son facilmente invertibles
dado que la inversa de una matriz diagonal es también diagonal [22]. Adicionalmente, las
matrices de masa diagonales han demostrado ser utiles para ayudar a eliminar oscilacio-

nes numeéricas en problemas de propagacién de ondas [5, 70].

En el método tipico de diagonalizacién la masa total del elemento se divide entre las
celdas de la diagonal asociadas a grados de libertad traslacionales, haciendo el resto de
las celdas iguales a cero, es decir, no hay inercias asociadas a los grados de libertad

rotacionales. Con este método la matriz diagonal del MITC4 se representaria como,

1%
¥L=%<11100111001110011100>dm9 (2.54)

Otro procedimiento es la suma de filas, donde se forma primero la matriz de masa
consistente y la suma de los términos de cada fila se deposita en la celda sobre la diagonal.
En este método de diagonalizacion los términos de inercia rotacional también son igno-
rados [71]. Si el método se aplica a la matriz consistente de la Ec. 2.53 se obtiene como
resultado la Ec. 2.54, siendo la masa asociada a cada grado de libertad de traslacién 1/4
de la masa total del elemento. Otro método es la llamada “diagonalizacion 6ptima”, que
resulta de evaluar la matriz de masa usando el método de integraciéon numérica por regla
de cuadratura de Lobatto. Aparte de no considerar inercias asociadas a las rotaciones los

dos tltimos métodos en ocasiones producen masas negativas ([32], p. 445).

Un método de diagonalizaciéon que tiene en cuenta las masas rotacionales y que siempre

produce masas diagonales positivas es el desarrollado por Hinton, Rock & Zienkiewicz
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(HRZ) en la Ref. [30]. Consiste en escalar la diagonal de la matriz de masa consistente
para formar la matriz diagonal, seleccionando la constante escalar a modo de preservar
la masa total del elemento. Por ser definida positiva, la matriz consistente siempre tiene

su diagonal con niimeros positivos. La féormula es,

Vv (m)

0 L7 ]

Mugz = (2.55)

donde,

/V<m> pdv Masa total del elemento

> / pHZ*dV
=1 Vi

A (2.56)

~ Suma de celdas diagonales de M consistente

El procedimiento HRZ ha mostrado buen desempeno en problemas de mecanica es-
tructural con tasas de convergencia Optimas, y es el inico método de diagonalizacion que
puede recomendarse para cualquier elemento [32]. Al aplicar el método HRZ a la matriz
de masa consistente del MITC4, mediante la suma de las celdas diagonales que corres-
ponden a los grados de libertad traslacionales en cada direccién coordenada, se obtiene
un factor de escala de 9/4. Al aplicar este factor a la diagonal de la matriz consistente se

obtiene, para las cinco celdas diagonales correspondientes a cada grado de libertad [5],

Mfirz =pV(1/4 1/4 1/4 o a)diag (2.57)

a = (1/48)a?

En la referencia [31], Hughes, Liu y Levit proponen un procedimiento para formar la
matriz de masa de elementos de céscara con grados de libertad de traslacion y rotacién.
La masa de cada grado de libertad de traslacion de los nodos de la superficie media del
elemento M} se calcula por suma de filas de la matriz de masa consistente M. [26]. Para
un elemento rectangular el resultado es [69],

m m
4

Mtk;:—:

- (2.58)

donde m es la masa total y n el nimero de nodos del elemento. Las masas nodales
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rotacionales Mé“ se calculan escalando las masas traslacionales por un factor o/,
M} =o' - MF (2.59)

donde [62],

my /dz 12

Esto es, M} coincide con el momento de inercia de masa de una barra delgada girando

" /22 dz o2
of =2 ="a (2.60)

alrededor del punto medio de su longitud. Sustituyendo las Ecs. 2.58 y 2.60 en la Ec. 2.59
resulta,

~ 1
ko 2
My = —48a m (2.61)

donde a es el espesor de la cascara. Tanto este procedimiento como el HRZ producen
la misma matriz de masa diagonalizada en elementos rectangulares (ver Ec. 2.57, con
m = pV). Para la matriz de masa diagonalizada del elemento MITC4 se adoptaron
las Ecs. 2.58 y 2.61 para las celdas de la matriz de masa diagonalizada asociadas a los
grados de libertad de traslacion y rotacion, respectivamente, asumiendo el espesor a como
el promedio de los espesores nodales del elemento [2]. Esto es equivalente a adoptar el

método HRZ y aplicarlo usando la Ec. 2.57.

2.6. Casos de prueba para materiales is6tropos de
una capa

El objetivo principal de esta seccion es poner a prueba las caracteristicas del codigo
escrito en lenguaje Matlab aplicables a la simulacion de estructuras tipo cascara para

materiales isotropos de una capa. Otros objetivos son:
1. Mostrar que la implementacién del elemento converge.

2. Comprobar que el elemento no bloquea, es decir, que se aproxima a la hipétesis de

Kirchhoff-Love para cascaras delgadas bajo diferentes configuraciones geométricas.

3. Observar el cambio en las soluciones con el uso del Factor de Correccion para

materiales is6tropos y homogéneos x = 5/6.
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4. Mostrar que la matriz de masa diagonalizada usando el método HRZ produce re-

sultados satisfactorios para el calculo de frecuencias naturales.

La medida del error a usar de ahora en adelante es [33],

Error — (WMEF — Way
rTor =

Wi ) x 100 % (2.62)

donde Wy gr es la solucién de un caso de prueba obtenida con el codigo escrito en
esta tesis usando el Método de Elementos Finitos y Wy la solucion analitica correspon-
diente. El orden de integracion numérica de todas las pruebas numéricas es de 2 x 2 x
2 (integraciéon completa), como lo utiliza, para el caso lineal, la Referencia [19]. En las

tablas, la notacién N/A significa No Aplica.

2.6.1. Estabilidad

Para estudiar la estabilidad del MITC4 se calcularon los valores caracteristicos de la
matriz de rigidez en elementos regulares y distorsionados. En todos los casos el elemento
presenta 6 autovalores iguales a cero, es decir, 6 modos de cuerpo rigido, modos que con-
cuerdan con el dato hallado con el mismo andlisis para el MITC4 en la Ref. [64] y que

asegura la estabilidad del elemento.

A continuacion se presentan las pruebas de convergencia denominadas patch test para
el MITC4 de una capa. El objetivo de esta prueba es comprobar que una malla de elemen-
tos del mismo tipo (ver Fig. 2.3) puede representar cada componente de las tensiones y
deformaciones de manera constante, permaneciendo todas las demdas componentes iguales
a cero. El patch test fue propuesto por Irons & Razzaque en [34]. Las constantes usadas

para las pruebas son E=2.1e6, v =0.3 y los espesores th =1.0 y th =0.001.
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Figura 2.4: Campo 7,,. th = 0,001, Car-
Figura 2.3: Malla para patch test [19]. £a=1000 N en nodos 7'y 8, respectivamente.

2.6.2. Patch test membranal para 7,, y 7,, constantes

Para comprobar el campo 7., constante dentro de todos los elementos se restringiran
todos los grados de libertad en el nodo 2 y los desplazamientos u y w en el nodo 1 y
se aplicard una carga de 1000 N en direcciéon X en los nodos 7 y 8. Para comprobar el
campo T, se restringiran todos los grados de libertad en el nodo 2 y los desplazamientos
vy w en el nodo 8, con carga aplicada de 1000 N en direcciéon Y a los nodos 1 y 7. Los
campos de tensiones resultantes para th = 1 son 7, = 7,, = P/A = 200. Para th = 0,001
Tz = Tyy = 2€D. Se concluye que el elemento pasa el patch test membranal. Para todos

los casos el campo de tensiones tiene el aspecto que se observa en la Fig. 2.4.

2.6.3. Patch test de corte en plano para 7,, constante

Se restringiran u y w en todos los nodos y, adicionalmente, v en los nodos 1 y 2. Se
aplicara una carga de 1000 N en direcciéon Y en los nodos 7 y 8. El campo de tensiones
resultante para th = 1 es 7, = V/A = 200. Para th = 0,001 7,, = 7, = 2e5. Se concluye
que el elemento pasa el patch test para corte en el plano. El elemento también pasa la

prueba de corte para 7,,, con restricciones en los nodos 2 y 8 y cargas en 1 y 7 en direccién

X.

2.6.4. Patch test de flexién para 7,, y 7,, constantes

Para comprobar 7,, constante se aplicaran las restricciones y momentos observados

en la Fig. 2.5. El momento aplicado a cada nodo es M = 1000 N.m.
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Figura 2.5: patch test de flexién [19]. i}gura 21.6: Rotaciones alrededor de Y.
nodo — 1-

El campo resultante para th = 1 es 7,, = Mz/I =692.8203. Para th = 0,001
Tz =0.9282e8. Mismos resultados para 7,,. Los nimeros fueron comparados con la mis-
ma simulacion realizada en ADINA, obteniéndose los mismos resultados. Se obtuvo una
distribucion lineal de las rotaciones en ambas direcciones (ver Fig. 2.6.) y las deflexiones

méximas son iguales a Oy = —MI? J2E1. Més detalles de esta ultima comprobacién se

pueden encontrar en el Anexo B.

2.6.5. Patch test de corte transversal para 7,, y 7,, constantes

Para esta prueba todos los grados de libertad se hacen cero a excepcién de los des-
plazamientos w, los cuales son cero s6lo para los nodos 1y 2 (ver Fig. 2.7). La malla se

somete a una carga transversal de 1000 N en direccién -Z en los nodos 7 y 8.

« 107 Patch T., Corte T, Th=1
] T T J T

Componente X2 w10°

a5k ........ ........ ....... i
Ao ....... ......... L | 2
I.I1_?=|:| &= 5
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2] ........ ......... ........ ko 2
/] : : : :
25 i L . L 2
ya z ///_3 Q 0 0 5 10
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Figura 2.7: patch test de COI"Figura 2.8: Rotaciones noda- Figura 2.9: Campo 7, cte.
te transversal [19]. les. Q=-1 en nodos 7y 8.

LY

[ T N R O - I = -

Se obtuvo una distribucién lineal de los desplazamientos transversales (ver Fig. 2.8 y
Anexo B) y un campo 7,, = V/A constante en todos los puntos interiores de la malla

de elementos. Para h = 1, 7,, = —200, y para h =0.001, 7, =-2e5 (Ver Fig. 2.9).
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Las mismas pruebas se realizaron para hallar el campo 7,., obteniéndose los mismos

resultados. Resultados adicionales de esta prueba pueden hallarse en el Anexo B.

2.6.6. Patch test de Giro con 7,, constante

Se aplica la carga P = —1000 en Z a la malla en el nodo 7 y las condiciones de
borde observadas en la Figura 2.10. Para una placa delgada se deben obtener curvaturas
constantes en ambas direcciones de la placa y los desplazamientos transversales deben
coincidir con la solucién analitica de placa delgada. Para una placa gruesa se debe obtener
una ligera asimetria en la solucién de los desplazamientos (el tercer digito) debido a la
representacion asimétrica de las deformaciones de corte transversales. Esta asimetria no
deberia observarse si se suprimen las deformaciones por corte escogiendo un valor grande
para el factor de correccién de corte (que corresponde a la teorfa de placas delgadas) o

cuando se usan elementos rectangulares en la malla [9].

o STRESS XY
M RsToALC

Componente 37

[E—“ SHELL T = 1.00
TIME 1.000
[
TWISTING tm,
# = sim
f Uz =0 — 3060,
. |- 30an.
Comm g
# 0.
- Emn. L i
MAXIFUM
d & JIEE.
b= ~—{u=0] ES1LEL LT 2220527
HIWIFUr

Figura 2.10: patch test de gi-

ro [19]. Figura 2.11: Matlab, 7,,,Figura 2.12: ADINA, 7,

th = 1. th = 1.

Para demostrar el funcionamiento del elemento nos apoyamos en la teoria elastica de
placas delgadas para pequenas deformaciones (teoria de Kirchhoff-Love). Podemos decir
que la curvatura s, estd en relacién directa con la deformacién de corte en el plano v,,,

mediante la relacion 7., = 2k4y.

Para la malla de espesor th = 1 se obtuvo una asimetria en las rotaciones a partir
de la tercera cifra significativa (rotacién a deberia ser igual para nodos 5y 6, 7y 8; (8
deberfa ser igual para nodos 1 y 7, 3y 5; o y [ deberfan ser iguales para nodo 4). 7y,
Y Tzy Presentaron variaciones a partir de la segunda cifra significativa, sin embargo, los
resutlados numéricos son iguales a los hallados con ADINA (ver Figs. 2.11 y 2.12). Para
malla con th =0.001 se obtuvieron asimetrias en las rotaciones a partir de la novena cifra

significativa. Los valores numéricos de los campos v, = —2,1444e3 y 7, = —1,7321e9
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resultaron aproximadamente constantes, presentando variaciones a partir de la octava
cifra significativa. ADINA arroja los mismos valores para T,,, T,. ¥ Tz. (para al menos

6 cifras significativas que muestra ADINA) y valores ligeramente diferentes para 7., y 7,,.

Existe una solucién analitica cuya deflexion bajo la carga es 0.2496 in. para E =led
psi, v = 0,3, lado=8 in, espesor=1 in, carga=>5 Ib. No fue posible lograr el campo 7,,
constante, y el valor de deflexién bajo la carga obtenido con Matlab y con ADINA fue
-0.288545 in. El campo de tensiones 7,, obtenido con Matlab y con ADINA también es
numéricamente igual en todos los puntos de Gauss, y se muestra en las Figs. 2.13a y

2.13b.

Componente XY

lllllllllllla Serone
SHELL T = .00
TIME 1.00]

(b) ADINA.

(a) Matlab.

Figura 2.13: Tensiones 7., para malla de 16 x 16.

2.6.7. Vigas en voladizo y placa simplemente apoyada

Se adoptaron otros casos de prueba para el elemento MITC4 isétropo de 1 capa, los
cuales se encuentran sugeridos en el articulo original que presenta la formulacién del

elemento (para mas detalles ver Ref. [19]). Los casos trabajados fueron:

» Viga isétropa en voladizo con momento flector en un extremo. 1 elemento. L/h=100

y L/h=1000.

= Viga isétropa en voladizo con momento flector en un extremo. 1x2 elementos dis-

torsionados. L/h=100 y L/h=1000.
» Viga isétropa en voladizo con fuerza transversal en un extremo. 1 elemento. L,/h=100.
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= Viga isétropa en voladizo con fuerza transversal en un extremo. 1x4 elementos

rectangulares. L/h=>5 y L/h=100.

= Viga isétropa en voladizo con fuerza transversal en un extremo. 1x4 elementos

distorsionados. L/h=>5 y L/h=100.

= Placa cuadrada isétropa simplemente apoyada con carga de presién uniforme. 4x4

elementos rectangulares y 4x4 elementos distorsionados.

Con el objetivo de disponer de abundantes datos para realizar la depuracion de errores
se elaboraron las mismas simulaciones en el software ADINA. Se compararon los campos

de desplazamientos nodales, obteniéndose resultados satisfactorios.

A partir de este punto del capitulo se utilizan los Factores de Correccién en los casos
de prueba, los cuales son calculados a partir de la formulacién desarrollada en la Seccién
3.5.2. Este calculo resulta siempre en valores de SCF para cascaras isotropas y homogéneas

Kk =5/6.

2.6.8. Scordelis-Lo roof

Este caso fue propuesto por Scordelis y Lo en la referencia [56] y es usado con fre-
cuencia para evaluar el desempeno de elementos de cascara. Consiste en aplicar cargas
gravitacionales sobre un techo cilindrico soportado sobre diafragmas en los extremos y
libre sobre los bordes longitudinales. Debido a la simetria, es posible analizar s6lo un

cuarto del techo cilindrico, que corresponde a la seccién sombreada de la Fig. 2.14.

z

T
Ascrelized

Figura 2.14: Techo con carga de gravedad. Figura 2.15:
16x16.

Desplazamientos con malla de
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Los datos del problema son: R=300 in, L=600 in, h=3.0 in, ¢ = 40°, W = 90
Ib/ft?=0.625 1b/in?, E=3e6 psi, v =0.0. Cond. borde: sobre DA, U, = U, = 0,0 (dia-
fragma), Sobre BC, U, = 0, = 0, = 0 (simetria), sobre CD, U, = 0, = 6, = 0 (simetria).
La solucién analitica dada por la referencia [56] para el desplazamiento en el centro de un
borde libre (punto B en la Figura 2.14) es -3.703 in, aunque algunos autores usan -3.696
in. Una solucién analitica exacta (deep shell) es -3.53 in [3]. La solucién de referencia
para esta tesis serd la misma usada por Dvorkin & Bathe en la Ref. [19] y por Vampa en

la Ref. [64]. Los resultados pueden apreciarse en la Fig. 2.15 y en la Tabla 2.1.

Referencia | Sol. SCF=1 | Sol. SCF=5/6 | FEM SCF/Ana. | Error %
Refs. [19], [64] -3.6 in N/A N/A N/A
Esta tesis 5xb -3.4607 in -3.4609 in 0.9614 -3.8639
Esta tesis 8x8 -3.5333 in -3.5336 in 0.9816 -1.8444

Esta tesis 12x12 -3.5730 in -3.5735 in 0.9926 -0.7361
Esta tesis 16x16 -3.5898 in -3.5894 in 0.9971 -0.2944

Tabla 2.1: Soluciones del problema del techo cilindrico. SCF kg3 = k13 = 5/6 = 0,8333.

En la Fig. 2.16 se aprecian resultados de convergencia para mallas uniformes de 5x5,

8x8 y 12x12 elementos MITC4 tomada del articulo original de Dvorkin & Bathe [19].

;]
37 _ - _shulhw shﬂl snluliun_
shell solution
36 - - - - -
a ) {12x12})
3.5 % _Aaxe)
{5x5) Y16 x18)
3 40—
33—
T- 1 | 1 I 1 | 1 l -

400 800 1200 1600
Mumber of d. o f.

Figura 2.16: Convergencia de desplazamientos en el punto B para caso de prueba
Scordelis-Lo. Tomada de [19].
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2.6.9. Cilindro pinchado

Este problema busca evaluar los comportamientos membranal y de flexién del elemen-
to cuando es aplicado a una estructura curva. Consiste en un cilindro delgado analizado
estaticamente, con soporte tipo diafragma en sus extremos y cargado con dos fuerzas con-
centradas verticales diametralmente opuestas aplicadas en el centro. La solucion teorica
para el desplazamiento vertical en el punto de aplicacién de la carga se puede hallar en

las referencias [59] y [24],

VA

region
discretized

Figura 2.17: Poblema de Cilindro Pinchado Figura 2.18: Desplazamientos con malla de
con diafragma. Tomado de [3]. 20x20 aumentados 5x10° veces.

Sélo se modela 1/8 parte de la estructura debido a la simetria. Los datos del problema
son: R=300 in, L=600 in, ¢t =3.0 in, P=1 1b (0.25 1b si tenemos en cuenta la simetria).
Las propiedades del material son: E =3.0e6 psi, v =0.3. Cond. borde: sobre DC: U, =
R, = R, = 0. Sobre CB: Uy, = R, = R, = 0. Sobre AB: U, = R, = R, = 0. Sobre
DA: U, = U, = R, = 0 (diafragma). Las soluciénes para la deflexién radial en el punto
de aplicaciéon de la carga se presentan en la Tabla 2.2, mientras que la impresién de la
solucion para los desplazamientos nodales se puede ver en la Figura 2.18. Los datos entre
paréntesis corresponden a la solucién presentada por Dvorkin & Bathe en la Ref. [19]

usando elementos MITCA4.
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Referencia Sol. SCF=1 | Sol. SCF=5/6 | FEM SCF/Ana. | Error %
Analitica Ref. [59], [24] | -1.8248e-5 in N/A N/A N/A
Esta tesis 5x5 -9.3452¢-6 in -9.3554e-6 in 0.5127 (0.51) -48.7319
Esta tesis 10x10 -1.5072e-5 in -1.5088e-5 in 0.8268 (0.83) -17.3170
Esta tesis 20x20 -1.7436e-5 in -1.7461e-5 in 0.9569 (0.96) -4.3128

Tabla 2.2: Solucién de problema del cilindro pinchado con diafragma. SCF ko3 = k13 =

5/6.

2.6.10. Frecuencia fundamental de placa delgada simplemente

apoyada

Se tiene una placa cuadrada de una capa, simplemente apoyada en los cuatro bordes

(ver Fig. 2.19). Los datos de la placa son: E=2el1l N/m? v =0.3, a=2 m, h=0.01 m,

p =7850 kg/m?. La razén lado/espesor a/h = 200. Se modela la placa completa, sin usar

condiciones de simetria. El primer modo calculado con el cédigo escrito en esta tesis se

presenta en la Fig. 2.20 y los resultados de la frecuencia fundamental en la Tabla 2.3.

Figura 2.19: Placa simplemente apoyada.

Figura 2.20: Modo 1, 11.93 Hz.

La primera frecuencia natural de una placa simplemente apoyada esta dada por la

referencia [11] pag. 258, como:

a?

Eh?

12ph (1 — v?)
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Modelo Sol. SCF=1 | Sol. SCF=5/6 | FEM SCF/AN | Error %
Analitica Ref. [11] 12 Hz N/A N/A N/A
Esta tesis (5x5) 11.7432 11.7430 0.9786 -2.1417
Esta tesis (10x10) 11.9308 11.9307 0.9942 -0.5775
Esta tesis (16x16) 11.9702 11.9701 0.9975 -0.2492

Tabla 2.3: Frecuencia fundamental de placa simplemente apoyada. Matriz de masa dia-
gonalizada. SCF ka3 = k13 = 5/6.

2.6.11. Frecuencias naturales de placa gruesa simplemente apo-

yada

Este caso de prueba consiste en una placa cuadrada de una capa con dimensiones de
10 m x 10 m y espesor de a =1.0 m. La razon lado/espesor L/h = 10. Las propiedades
del material son: médulo eldstico E=2e11 N/m?, densidad p =8000 kg/m3, coeficiente de
Poisson v =0.3. Las restricciones son: U, = U, = Rz = 0 en todos los nodos, U, = 0 a lo
largo de todos los bordes, R, = 0 a lo largo de los bordes x =0y x =10 m, R, =0 a lo
largo de los bordes y = 0 y ¥y = 10 m. Los resultados para las primeras seis frecuencias

naturales y sus modos asociados se pueden observar en la Tabla 2.4.
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Frec. | Ref. [1] | Modos  Ref. | Sol. SCF=1 | Sol.SCF=5/6| Modos Tesis
(Hz) [16] (err. %) (err. %)
1| 45.90 46.01 (0.24) | 45.81 (-0.19)
2y 3 | 109.44 110.41 (0.88) | 109.32 (-0.15)
4 | 167.89 168.69 (0.47) | 166.26 (-0.97)
5 | 204.51 208.48 (1.94) | 204.87 (0.17)
6 | 204.51 208.48 (1.94) | 204.87 (0.17)

Tabla 2.4: Frecuencias naturales (Hz) y modos de vibracién de placa gruesa simplemen-
te apoyada. Matriz de masa diagonalizada. Soluciones de la tesis con malla de 16x16
elementos. SCF ka3 = k13 = 5/6.

Los resultados presentados en este capitulo corresponden a elementos isotropos de
una capa, donde el modelo de elementos finitos no parece ser especialmente sensible al
uso de los SCF. Por otro lado, las soluciones de frecuencias naturales para los modos 5 y
6 de la placa gruesa muestran que los SCF parecen cobrar importancia con el aumento
de la frecuencia. Se ha comprobado que los SCF son importantes en el andlisis de placas
y cascaras gruesas y de compuestos laminares cuyas capas intermedias poseen rigideces
al corte transversal mucho menores en comparacion con las rigideces de otras capas del
compuesto en modelos que asumen deformaciones constantes a través del espesor (teoria

de Mindlin-Reissner, también llamada teoria de deformacién de primer orden). A medida
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que la razén L/h decrece la influencia del SCF x aumenta debido a que la energia de
deformacién por corte se torna importante en comparacién con la energia por flexion.
Por otro lado, también esta documentado que el efecto de kK aumenta con la frecuencia

natural [61].
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Capitulo 3

Elemento de cascara para materiales

compuestos

El elemento de cascara para materiales compuestos que se estudiara en este capitulo se
formula de manera similar al elemento MITC4 de una capa. A continuacién se mencionan

algunas de sus caracteristicas:

= El espesor total de la cascara se puede definir con un nimero arbitrario de capas,

donde cada capa puede tener espesores nodales diferentes.

= A cada capa de material se le puede asignar un modelo de material distinto. En

esta tesis el material puede ser eldstico lineal isétropo u ortétropo.

= Las capas se enumeran en orden secuencial. En esta tesis se inicia con el niimero 1

en la parte inferior de la céscara.

= Kl espesor de las capas se asigna definiendo el espesor total del elemento y el por-

centaje de espesor para cada capa.

3.1. Coordenadas naturales reducidas

La matriz de elasticidad de un compuesto laminado puede ser diferente de una capa a
otra y no es una funcién continua de la coordenada natural t. La integraciéon numérica de
las matrices de masa y rigidez se realiza usando coordenadas naturales reducidas a través

del espesor del elemento integrando cada capa (desde ¢ = 1 hasta i = n) individualmente,
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manteniendo los limites de integracién desde -1 hasta 1 (ver Figuras 3.1 y 3.2). Esto se
realiza modificando la variable ¢ a t”. De este modo, en cada capa, t" varia desde -1 hasta
1. La integracién completa por cuadratura de Gauss de 2x2x2 se realiza como es habitual.

El cambio de variable se obtiene de [25, 49],

1
t=—1+4-=
a

2 <zn: l") — " (1 - t”)] (3.1)

Derivando la Ec. 3.1 obtenemos la siguiente expresion del diferencial dt para el cambio

de variable,

ln
dt = dt"— 2
- (32)

Donde t es la coordenada natural del elemento a través del espesor, t" la coordenada
natural de la capa n a través del espesor, I'(r,s) el espesor de la capa i y a(r,s) el
espesor total del elemento. Las expresiones para a y [*, que son funcién de las coordenadas

naturales r y s, son [49],

a(r,s) = Z hyay, I'(r,s) = Z A (3.3)
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| ]

vk_ EEX!Vh
1= ——

I szfvh I >
VE =V

Figura 3.1: Esquema ilustrativo de algunas variables del elemento MITC4 de varias capas

[2].

¢ £ Capan

———— = -
— — — — — —

Capa 1
Figura 3.2: Tlustracién del orden de las capas y los espesores a(r, s) y I'(r, s) [2].

La geometria de la capa n estd dada por [25]:
N I
k=1

Donde, 'z; son coordenadas de un punto dentro de la capa n, N el ntimero de nodos, hy, las
funciones de interpolacién, ‘2% las coordenadas cartesianas del nodo k, ‘V%: componentes

del vector normal V¥

n

ay, el espesor total del elemento en el nodo k, [} el espesor de la
capa ¢ en el nodo k, [} = 0 en la configuracion inicial, 1 en la configuracién deformada,
mj la distancia entre la superficie media del elemento y la superficie media de la capa n

en el nodo k.

o4



CAPITULO 3. ELEMENTO DE CASCARA PARA MATERIALES COMPUESTOS

n

n Ak - 7 l
mk:—?+21k—§k (3.5)
=1

Los desplazamientos en la capa n serian entonces:
N N fnpn
RRPPLLADD (i + 558 ) (-ovkon 0 v (36)

Donde u¥ son las componentes de los desplazamientos nodales en el nodo k, y oy v B
las rotaciones de °V¥ alrededor de °V}* y °VF. Usando las expresiones para las coorde-
nadas y los desplazamientos definidos en las ecuaciones 3.4 y 3.6 se pueden evaluar las

contribuciones de cada capa a las matrices de rigidez y masa del elemento [2].

3.2. Modelo de material ortétropo

En esta seccién se describe la formulacion empleada para modelar capas laminares de
material ortétropo que cumplen, al igual que el modelo isétropo descrito en la seccién
2.1.1, con la condicién 133 = 0. Consideremos una geometria con forma de cascara de
material compuesto formada por varias capas laminadas, donde las capas pueden tener
diferente espesor y material, con ejes de ortotropia ortonormales (ejes del material) 1, 2,

3y donde 3 = &5 (ver Fig. 3.3).
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Figura 3.3: Definicién de ejes de ortotropia a, b, ¢ y vectores locales de referencia en un

punto del elemento.

La relacion constitutiva en un punto del elemento se puede escribir con referencia a

los ejes de ortotropia 1, 2, 3 como [47],

T1

T2

T12

T23

Siendo,

E
Ri=—  Rp==

Ry
Rio
0
0

0

Ry = Gz Rs5 = Ko3Gas

R12 0 0 0 &1
RQQ 0 0 0 E9
0 R44 0 0 ' 2512 (37)

0 0 R55 0 2523

0 0 0 R66 2e 13

vig k) _ vo1 By
D D

Res = k13G13 D =1— vy

R12 =

Donde ko3 v k13 son los Factores de Correccion de la energia de corte transversal.

Para hallar la matriz de rigidez de un elemento y determinar por completo un estado de

tensiones se necesitan seis constantes: Fy, Es, 19, G1a, Go3 v GG13. Para determinar por

completo un estado de deformaciones se requieren las demads constantes: Fs, 103 v 143.
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Para futuras referencias, la relacién constitutiva ortétropa de la Ec. 3.7 en el sistema de

coordenadas alineado con los ejes de ortotropia la escribiremos como,

71=Crer (3.8)

3.2.1. Orientacion del material de las capas

Para orientar el material de cada capa del elemento se debe primero definir un sistema

cartesiano local de referencia (ver Fig. 3.3),

/ /

3 XX T34 =T4 — T3 (3'9)

r_ T34 — (7_“34 : _ég)ég ,
|Z‘34 - (7_“34 “eg) e

[N
I
1>
1
I
1>
w

donde el vector base 2’ es la proyeccién unitaria de un vector rs; sobre el plano defi-
nido por &, y &, ¥’ es un vector contenido en el mismo plano y perpendicular a 2’ y 134
es un vector que define la direccion de referencia para orientar el material de cada capa.
Si la malla no esta distorsionada y todos los elementos son rectangulares r3 y ry pueden
tomarse como los vectores posicion de los nodos 3 y 4 de cada elemento, de lo contrario,

estos deben ser definidos por el usuario.

Para definir la orientacion de los ejes de ortotropia 1 y 2 del material de cada capa y
en cada punto de Gauss con respecto a los vectores 2’ y 3/’ es necesario definir un dngulo 3
para cada capa (ver Fig. 3.3). La orientacién de los ejes de ortotropia puede determinarse
como,

1 =cos(8) 2’ +sin(B) ¥ 2=¢3x1 (3.10)

Para ilustrar esta funcionalidad se solucioné el caso de prueba propuesto por Noor
& Mathers en la Ref. [46]. Se trata de una placa cuadrada de material ortétropo de
1 x 1 x 0.01 in sometida a una carga de presion uniforme de 1 psi, cuyo material se
encuentra orientado un angulo 8 = 45° y con todos los grados de libertad restringidos
sobre los bordes (ver més detalles en la Seccién 3.6.2). En la Fig. 3.4 se observan los ejes
de ortotropia del material 1 (verde) y 2 (rojo) en cada punto de Gauss, cuya direccién es

funcién de la direccién (1,0,0), predefinida en la entrada de datos.

o7



CAPITULO 3. ELEMENTO DE CASCARA PARA MATERIALES COMPUESTOS

I 0.5

kA
Figura 3.4: Definicién de ejes de ortotropia

del material (1 y 2) para una malla distor- Figura 3.5: Malla distorsionada de 16 x 16
sionada. elementos.

—

Las Figuras 3.6 y 3.7 muestran el campo de desplazamientos de la placa ortétropa

para orientaciones del material de 0 y 45 grados para la malla mostrada en la Fig. 3.5.

Figura 3.6: Campo solucion de desplaza- Figura 3.7: Campo soluciéon de desplaza-
mientos para malla de 16x16. g = 0. mientos para malla de 16x16. g = 45.

Los resultados para el desplazamiento en el centro usando una malla de elementos

distorsionada se hallan tabulados para diferentes tamanos en la Tabla 3.1.
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Referencia Sol. SCF=1 | Sol. SCF=5/6 | FEM SCF/Ana. | Error %
Analitica Ref. [46], 45° -1.6311 N/A N/A N/A
Esta tesis 4x4, 45° -1.2119 -1.2182 0.7469 -25.31
Esta tesis 8x8, 45° -1.5606 -1.5684 0.9616 -3.84
Esta tesis 16x16, 45° -1.6138 -1.6203 0.9934 -0.66

Tabla 3.1: Soluciones del problema de Placa ortétropa de 1 capa orientada 45° con malla
distorsionada. SCF k = 5/6.

3.2.2. Convencion para coeficientes de Poisson

Para el analisis de materiales ortotropos existen dos convenciones posibles empleadas
para los coeficientes de Poisson. Estas son:
V21 V21 V12 (3 11)

€2 = — 7T, - =

Ey By B

V12 V21 V12

—_— = (3.12)
Ey, Ey
En estas formulas, €5 es la deformacion en la direccién 2 debida a una tensién unia-

xial 71. Para este trabajo, se usard la convencién de la Ecuacion 3.11, la cual define el

coeficiente de Poisson como,

Vij = —— (Z,j = 1,273) (313)

La convencién de la Ecuacién 3.12 estd dada por Jones en la Referencia [36], la cual

define el mismo coeficiente como,

Ty =2 (3.14)

En general, las fuentes no especifican cual convencién utilizan, pero si se asume la
convencién de la Ecuacién 3.11 y se halla que la matriz constitutiva no esta definida
positiva (no es invertible), entonces podemos asumir que la referencia estd empleando la

convencion de Jones.
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Después del trabajo de Lempriere de la Referencia [40] se identificaron las restricciones
que poseen las constantes ortotropas, las cuales son de caracter termodinamico. Estas

restricciones son:

1
Ei Nz .

‘Vji’ < (Ej) , 1,] = 1,2,3 (315)

E E. E.
Vialo33r < 0,5 (1 - V%QFI — V223E2 — uglﬁ) <0,5 (3.16)

2 3 1

E E. E
Viologl13 < 0,5 (1 - V%QEI - 1/22352 - V%3EI) S 0,5 (317)

2 3 3

Es posible calcular el valor de v;; dado un valor de 7 v;;, teniendo en cuenta que

v = vy (3.18)

luego, empleando la Ecuacion 3.11:

FE.

Cuando las constantes del material provienen de fuentes que siguen la convencion de
Jones para el coeficiente de Poisson se emplea la conversion de la Ecuacion 3.19 para
calcular los coeficientes de Poisson equivalentes, los cuales podran ser empleados como
datos de entrada para aquellos programas, como ADINA, que siguen la otra convencion.
Para identificar desde la formulacion de la matriz constitutiva si adoptan una convencion

o la otra podemos tener en cuenta lo siguiente:

Si 012 = D V19 = V12 (320)
E
Si 012 = 1521 — Vo = Jl/21 (321)
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3.3. Transformacion de relaciones constitutivas

El cédlculo de la integral de las matrices de rigidez elementales se realizara con las
matrices constitutiva y deformaciones-desplazamientos en el sistema cartesiano global.
Para ello, la matriz C; (ver Ecs. 3.7 y 3.8) de cada capa serd rotada en el plano un dngulo
{8 hasta que el sistema de ortotropfa 1, 2, 3 quede alineado con el sistema z’, ', 2/, siendo

3 = 2/, mediante la expresion,

C=Q"CiQ (3.22)
donde @ es la matriz de rotacién (ver Ec. 2.10 y Anexo A.3), con,
Lh=2'-1 my =1’ -2 ny=a'-3 (3.23)
ly = gl 1 my = g' 2 n; = g' -3 (3.24)
ls=2""-1 my=2z-2 n=2z-3 (3.25)

Una alternativa es usar la forma especializada para la rotacién de C en el plano [47],

2 52 cs 0O O
52 c? —cs 0 O
Q =|—2cs 2cs *2—5s*> 0 0 (3.26)

0 0 0 c —S

0 0 0 s ¢

donde, ¢ = cos() y s = sin(f). La rotacién anterior se puede realizar para cada capa
por fuera del ciclo de integracion elemental ya que su evaluacion no es funcién de las
coordenadas de los puntos de Gauss. Una vez dentro del ciclo elemental y para cada
punto de Gauss en cada capa es necesario rotar nuevamente la relacion constitutiva del
sistema cartesiano de referencia 2/, 1/, 2’ al sistema cartesiano global 7, j, k, mediante la

transformacién,

c=Q" Q (3.27)
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donde los cosenos directores para @ son (ver Ec. 2.10),

h=i-2 my =iy ny=i-z (3.28)
lh=j-a my=j-y ny=j-z2 (3.29)
ls3=Fk-2 mi=k-y n=k- 2 (3.30)
3.4. Ecuacion de equilibrio y matriz de rigidez
El sistema de ecuaciones para el modelo estatico lineal a resolver sigue siendo,
K-U=R (3.31)

donde U es el vector de desplazamientos y rotaciones nodales del sistema, R el vector
de fuerzas nodales externas y K la matriz de rigidez de la estructura, que serd calculada

con referencia al sistema cartesiano global como ([47], p. 609, [29]),

nele

nele
Kiu=Y K0 =% / BT ¢ B av™
—1

m=1

v (m)

nele 1 1 1
= Z/ / / BTCB|.J| dr ds dt (3.32)
me1/—-1J-1J-17 T 7

donde By C son las matrices deformaciones/desplazamientos y del material evaluadas
en los puntos de Gauss para cada capa en el sistema cartesiano global [38, 29]. Para
integrar exactamente la matriz de rigidez se usé integracién por cuadratura de Gauss de
orden 2x2x2 para cada capa. Teniendo en cuenta el cambio de variable de ¢ a t" y la

derivada dt presentadas en las Ecs. 3.1 y 3.2 y sustituyéndolas en la Ec. 3.32 obtenemos,

m=1 i= (l( ! 8)

nele nele n 1 1 1 ;
m 7 lZ<T7 5)
gsist = E g;lol); = E ( /1 /1 /1§Tg§‘£’d7’ ds dt . ) (3.33)
m=1 177 - -

donde n es el nimero de capas del elemento y nele el numero total de elementos de

la malla.
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3.5. Factores de correccion de energia de corte trans-
versal

En el andlisis de placas y céscaras gruesas o en el analisis de estructuras de varias
capas, como los paneles tipo sandwich, que tienen baja rigidez en cortante, la energia de
las deformaciones de corte transversales podria no ser despreciable en comparacién con la
energia por flexién, lo cual aplica para materiales muy delgados. En estos casos, el calculo
de la energia de deformacién por corte transversal del elemento debe modificarse mediante
la introduccién de factores multiplicativos que reducen la rigidez al corte transversal del
material a partir de la reduccién de los médulos elasticos de corte. Esto con el objetivo
de lograr una mejor estimacién de las deformaciones de corte transversal a través del

espesor del elemento.

3.5.1. El factor de correccion en vigas

Para aproximarse al estudio de los Factores de Correccion de la energia de deforma-
cién por corte se hard una corta referencia a su célculo en vigas de seccion transversal
rectangular. La suposicion cinemética basica en el andlisis de flexién de vigas sin incluir
deformaciones por corte es que el plano o la linea normal a la superficie media (eje neu-
tro) permanecen rectos durante las deformaciones y que su rotacién angular es igual a
la pendiente de la superficie media de la viga (teoria de vigas de Bernoulli), donde el
desplazamiento w es la unica variable. La rotacién total de la seccién es, entonces,

dw
ernoulli — 7 .34
BB 11 dZL' (3 3 )

Si se considera ahora la flexién de una viga que tenga en cuenta el efecto de las defor-
maciones cortantes se mantiene la suposicion que una linea o seccién que originalmente
era normal al plano medio permanece plana después de las deformaciones, pero por causa
del efecto de las deformaciones por corte dicha linea o seccién no permanece normal al
plano medio, y su rotacion total sera la diferencia entre la rotacion de la linea perpen-
dicular (o la tangente) al plano medio dw/dx y la deformacién por corte v, expresada

como,
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dw
6Timoshenko — E -7 (335)

donde 7 es constante a través del espesor. Las tensiones y deformaciones en realidad
no permanecen constantes sino que varian a lo largo de la seccién, por lo tanto v no es mas
que una medida equivalente de la deformacién por corte sobre un area de corte A = bh.
La idealizacién de la deformacién por corte constante en la seccion es inconsistente con
la suposicion que asume que las tensiones de corte en las caras inferior y superior de la
viga son cero. Para contrarrestar esta idealizacion se propuso el cédlculo del Factor de
Correccién de la energia de deformacién por corte. En este enfoque energético para el
célculo de los Factores de Correccién [42] se iguala la energia de deformacién por corte
calculada a partir de la distribucién de tensiones asumida constante, con la energia de
deformacién por corte calculada con la expresion para las tensiones de corte sobre la
seccién transversal rectangular de una viga y cuyo perfil es parabdlico (Ec. de Jourawski,
ver [37]). Las definiciones para la tensién de corte 75 y la deformacién por corte s

asumidas como constantes son,

V Ts
Ts = Z Ys = as (336)

donde V' es la fuerza cortante sobre la seccion y G es el médulo de corte. La distri-
bucién parabdlica de tensiones cortantes para una viga de seccion transversal rectangular
dada por la teoria de vigas es [9],

<y<

3V {—(h/ 2"~y (3.37)

"W =57 | ae ] pata

| =
o

El calculo de la energia de deformacién de corte transversal para una viga de longitud

L utilizando la distribucién de tensiones parabélica (Ec. 3.37) es [61],

oL M, LV? 6

U= dy = 2
2G | Y T 2GRS

(3.38)

mientras que el calculo de la energia de deformacién por corte para una viga de

longitud L utilizando la distribucién de tensiones asumida constante (Ec. 3.36) es,
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A

bL (M2 bL [ (VN2 LV?
2 ( ) y = (3.39)

U, = dy =
2G, )oY T 26, ) 2G ,bh

Igualando las energias de deformacién por corte de las Fcs. 3.38 y 3.39 obtenemos,

a, = gG (3.40)

de donde se concluye que k = 5/6 es el factor multiplicativo que permite mejorar los
calculos de rigidez al usar el modelo que asume las deformaciones por corte constantes
a través del espesor. En general, kK = 5/6 se utiliza independientemente de cual sea la
seccion transversal, aun cuando a partir de los calculos es claro que k es dependiente de la
geometria de la seccion. En andlisis estatico de vigas delgadas la energia de deformacion
estd dominada por el término de flexion, luego el factor x no influye significativamente en
la solucion. Por otro lado, a medida que la razén L/h decrece la influencia de x aumenta.

En célculos de vibracién de vigas el efecto de £ aumenta con la frecuencia natural [61].

3.5.2. El factor de correccién en placas y cascaras

En esta seccién se estudiara la formulacion implementada en el cédigo de computo
de esta tesis para el calculo de los Factores de Correccion para el elemento de cascara

MITC4, la cual aplica también para elementos de placa.

La formulacion cinematica del MITC4 de varias capas conduce a que las deformaciones
de corte transversales son independientes de la coordenada local t. Esta aproximacion

genera dos errores [25]:

1. La energia de deformacién de corte transversal del elemento no se estima correc-
tamente debido a que las deformaciones de corte transversal se asumen constantes
a través del espesor para cada capa (ver Seccién 3.5.1), lo que puede distorsionar
el valor de los resultados de desplazamientos para estructuras de cascara gruesas
o estructuras compuestas con baja rigidez en cortante (como las estructuras tipo

sandwich).

2. Las tensiones de corte transversal a lo largo del espesor son constantes para cada

capa y discontinuas entre una capa y otra.
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A continuacién se desarrolla una formulacién para calcular dos factores de correccién
asociados con las energias de las deformaciones de corte transversal. Se emplea el mismo
enfoque energético del calculo del SCF en vigas, donde se calcula la energia de defor-
macién por corte transversal para el caso de una distribucion de tensiones constante y
para el caso de un distribucién de tensiones parabdlica. Se busca que la rigidez al corte
se aproxime tanto como sea posible a la rigidez del modelo 3D, obtener una expresion
para las tensiones de corte que satisfaga la condiciéon de continuidad en las interfaces de
las capas, y tensiones cero en las capas superior e inferior del elemento [25, 65]. El pro-
cedimiento desarrollado a continuacién aplica para el caso de un material elastico lineal
ortotropo. El sistema coordenado a emplear es un sistema cartesiano ortonormal de bases

(é1,69,63), donde 1 =z, 2=y, 3 = z.

El primer paso para el calculo de los factores es asumir que una placa esta sometida

a flexién cilindrica en las dos direcciones del plano x-y, es decir,

Ta 7& 0 Ty 7£ 0 Tey = 0 (341)

Se desea obtener las tensiones de corte transversales en términos de las tensiones en el

plano, lo cual es posible a partir de las ecuaciones de equilibrio elasticas 3D,

0ty OTyy  OTy _0 % OTzy 0Ty _0 (3.42)
Ox dy 0z dy ox 0z
La suposicién de la Ec. 3.41 permite simplificar las Ecs. 3.42 como,
or, 0T ar, 0T,
- =0 L Y =0 3.43
ox 0z dy 0z (3:43)

Obtenemos las tensiones de corte integrando las Ecs. 3.43 a través del espesor, luego,

Tos = — / UEPR Ty = — / 9. (3.44)
hy2 0T —ny2 Oy

con 7,, = T,, = 0 para z = —h/2 y h/2. Asumiendo que las fuerzas axiales son despre-
ciables podemos obtener las tensiones axiales en la capa n en términos de los momentos

(flexion cilindrica en los planos x-z, y-z), la distancia a partir del eje neutro y las cons-
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tantes del material como,

(2) = (2 — 2,) - M, ' (2) = (2 — %) —[yy M, (3.45)
@ y

donde M, y M, son los momentos flectores, C7, y C}. las componentes de la matriz
del material ortétropo en las posiciones 11 y 22 para la capa n, I, y I, las rigideces de
flexion en los planos zz v yz, v 2, la posicion del eje neutro, los cuales se definen como

(s6lo se muestran las expresiones para flexién en plano x-z),

h/2
Clrpzdz
n E;L h/2 2 /h/2
Omx == PR _[:C = O:L‘z (Z - ZO) dz Zo = W2— (346)
1- VeyVya —h/2 / C- d
—h/2

donde C,, = C7, en la capa n. Sustituyendo las Ecs. 3.45 en las Ecs. 3.44, integrando

a través del espesor y usando las ecuaciones de equilibrio entre los momentos y las fuerzas

de corte,
oM, oM,
V,=——=" V,=—— M,, =0 3.47
(933' Yy ay Yy ( )
obtenemos las tensiones de corte en funcién de z como,
Ve V,
Tez(2) = 7 oz (2) Ty=(2) = _ygyZ(Z> (3.48)
I, I,

donde g,.(2) ¥ gy2(2) son las funciones de distribucién de corte,

Gzz(2) = — /_Z Coe (2 — 2,) dz Gy:(2) = — /_Z Cyy (2 — 2,) dz (3.49)

h/2 h/2

Gzz Y Gy son funciones parabdlicas cuyo valor es cero en —h/2 y h/2 y continuas entre
capas. Uy, y Oy, son constantes para todas las capas. Las energias de deformacién por

corte transversal exactas se expresan como,

1 h/2 7_2 V2 h/2 92 (Z)
U,, = = Edr = == = od 3.90
2 /h/2 G:vz y 2]3 /h/2 Ga:z : ( )
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1 (M2 72 V2 oh2 g2 (y
Up== | de=_L 9:2) . (3.51)
2 —h/2 Gyz 2Iy —h/2 Gyz
Las energias de deformacién por corte transversal que resultan de asumir una distribucion

de tensiones constante a través del espesor son,

_ 1 h/2 1 Va:2
Umz - 5 /h ) sz’}/xzdz = 5 h/2 (352)
" Fios / Goud>
—h)2
_ 1 1 V2
yz = 5/ Ty Yy2d2 = ) h/g (3.53)
e /@yz/ Gy.dz
—h/2

Igualando U,, = U,. v Uy. = Uyz finalmente obtenemos,

I2 I
zedz/ 22227 2 Gyzdz/ . dz
—h/2 —h/2 sz —h/2 —h/2 Gyz

Adicionalmente, ky, = U, JUsz ¥ Ky = ﬁyz /Uy.. Para un material homogéneo r,, =
Ky, = K = 5/6. Material complementario sobre el cdlculo de los SCF puede consultarse

en la Ref. [47].

3.5.3. Discretizacién y calculo de los factores de correccién

Para calcular numéricamente los factores de correccidén es necesario discretizar las

integrales de las Ecs. 3.54, las cuales se pueden reescribir como:

I2 I
Tz — = z = 3.55
fee = TR, M2 = IK, (8:55)

La k-ésima capa del elemento esta entre las coordenadas de espesor zx_1 y z; (ver Fig.

3.8). El desarrollo de cada término se escribe a continuacién [39]:
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k+2

zlk]
zin)

1
I=3 O [z = 2na)® = (2m1 — 200)°] (3.56)

1 k
I, = 5> Clony (26 = 2m)" = (1 = 7)) (3.57)

Los términos C’ Efz) corresponden a la posicién (7,7) de la matriz constitutiva rotada

del sistema ortétropo al sistema local de referencia en direccién 3-4 para la capa k (ver

3.22).

N
Z "o (21 = 211) J =3O =) (358)

N 2 [ ga(2)
Q? S yz
K,=> / Cl K=Y / o dz (3.59)
k=1 " k-1 (55) k=1 "2k=1 Y (4,4)
con,
nk 1
e ———chhl = 2n2)” = (o1 = )] = 5O [(2 = 200)” = (2t = 20)?]
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Nk—1
1

k 2 n 2 2
9-(2) = 5 3 08y [ = 2 = (21t — 7)) = 5083 [(2 = ) = (oo — 20"
k=1
(3.61)
Los valores g,. ¥ gy. son evaluados en la superficie inferior de cada capa y sumados

hasta la capa actual n;, siendo N el ntimero total de capas. La superficie neutra del

arreglo de capas es,

N N
(k) 2 2 2
% Z C/(Ll) (Zk - Zkfl) % Z 'y (2 2) Zk—l)
Zne — ];\IZI Zny - k]:V:l (362)
k k)
Z Olgl)l) (2 = 2-1) Z Clég 2) — Z-1)
k=1 k=1

Para usar los factores de correccién para el elemento MITC4 se puede despreciar la
influencia de la curvatura y usar los factores anteriores que fueron desarrollados para un

elemento de placa ([47], p. 626).

Para profundizar en el comportamiento de las funciones de cdlculo de los SCF (ver Ecs.
3.55) y con el tdnico objetivo de aumentar la comprensién de la dependencia funcional se
calcularan ki3 y ko3 en funcién de la orientacién de un material de 4 capas con orien-
tacién [0/90/90/0] que sera rotado completo entre 0 y 90 grados en incrementos de 10
grados. La razén longitud/espesor total L/h=6.67. El material de base para el ejercicio
es un material con todas las capas isétropas y con propiedades: Fy = FEy = 25, v15 =0.25,
Gia = Gi13 = Ga3 = E1/2(1 + v), espesor de capas hy = hy = hg = hyg, 1 = [y = 0°,
By = B3 = 90°. Los materiales de prueba son el material base con las siguientes modifica-

ciones:
= Material 1: mismo material isétropo base para cada capa.

Material 2: Fy = FE; /25 para cada capa.

Material 3: Fy = FE; /50 para cada capa.

Material 4: Go3 = (1/2) * G13 para cada capa.

Material 5: Go3 = (1/4) * G113 para cada capa.
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= Material 6: modulos de corte transversal de capas 2 y 3 son una décima parte de
modulos de corte transversal de capas 1y 4; Gz, = Gagn = Gh31/10 = Gag /10 (n
hace referencia al material del niicleo y [ al material de las laminas exteriores, todas

del mismo espesor).
s Material 7: Material 6 + Material 2.

= Material 8: Material 7 con hy = hy = 4h; = 4hs.

El resultado se puede apreciar en la Fig. 3.9. Para el Material 1 (4 capas is6tropas)
los SCF tienen un valor constante ki3 = Koz = 5/6 =0.866. Para los Materiales 2 y 3 se
comprueba que la razén Fi/E, por si sola modifica los SCF a valores diferentes de 5/6.
Del mismo modo para los Materiales 4 y 5 debido a la incidencia de la razén G13/Ga3. Para
el Material 6 los SCF son constantes en un valor por debajo de 5/6, y actua reduciendo
drasticamente los médulos de corte de las capas 1 y 4. Para el Material 7 el cambio
Ey = E;/25 introduce variaciones de los SCF, los cuales dejan de ser constantes. Por
ultimo el Material 8 corresponde a un sandwich con una razon entre espesor del nicleo y
espesor de las laminas exteriores de 8:1. Esta variable también introduce cambios en los
SCEF. Para el material simétrico con orientacion cruzada que ha sido estudiado, el dngulo
f = 45° que resulta en una orientacién [45/135/135/45], se considera un caso especial

donde siempre se cumple que K13 = Ka3.
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1 T T T T T T T T ——Mat 1 K13

—+ —Mathb K13

— —Mat b Kza
— —Mat ¥ K’IS

—e—hﬂat?KZS

0 i i I I I i i i e _Mata
0 0 20 30 40 &0 BO 70 80 90 . 8K

Rotacidn  (grados) —& —Mat 8 by

Figura 3.9: Variacién de los SCF con la orientacion, E;/FEs, G13/Gas, Gi/Gn 'y hy /M.

Con el siguiente ejercicio se ilustrara la variacién de los SCF con el nimero de capas.
El material consiste de capas de material ortétropo dispuestas en orientaciones [90/0]s,
donde las dos capas centrales estan orientadas a 90° para conservar la simetria. Todas las
capas poseen el mismo espesor y las mismas propiedades unidireccionales:
Ga3

G G

E
=1 25; =
E, Es E,

E,

donde la direccién 1 es paralela a las fibras y la direccién 2 es transversal en el plano.

Los resultados para r13 y ko3 en funcién del niimero de capas n se observa en la Fig. 3.10.
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SCF

1 i | i L
a 20 40 B0 80 100 120
fMdmero de capas (n)

Figura 3.10: Variacion de los SCF con el niimero de capas. Compuesto simétrico de capas
ortétropas con orientacién [90/0];.

Las variaciones de los SCF son importantes cuando n es pequeno, mientras que a
valores de n grandes los SCF tienden a tomar valores constantes. Para n = 2 ambas
capas estan orientadas en la misma direccion, lo que equivale a tener una sola capa. El
resultado es k13 = Koz = 5/6. Paran = 120 los resultados son k13 = 0,6808 y ka3 = 0,6794,
valores que son diferentes al valor cldsico para materiales homogéneos x = 5/6 = 0,8333.
De realizarse otro ejercicio con el mismo material, pero con una razén Gi3/Gaz = 1, se

podria comprobar que el resultado de los SCF para n = 120 estarfa cercano a 5/6.

3.6. Casos de prueba para compuestos laminares del-
gados

Los casos de prueba de esta secciéon pretenden poner a prueba la formulacion e imple-
mentacion destinada a modelar estructuras compuestas de materiales ortétropos, donde
cada capa pueda variar su angulo de orientacién y material, y cuyo nimero de capas
pueda ser arbitrario. Adicionalmente, se pondra a prueba la funcién de cédlculo de los
Factores de Correccion y la sensibilidad de las soluciones del modelo de elemento fini-
to ante su aplicacion. Todos los casos de prueba presentan materiales de varias capas a

excepcion del presentado en la seccion 3.6.2.
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3.6.1. Patch test para elemento de varias capas

El objetivo de esta seccion es comprobar si la integracién numérica de un elemento
de varias capas a través del espesor se realiza adecuadamente, proveyendo campos de
tensiones constantes de acuerdo a cada caso de carga. La malla utilizada en este Patch
test es la misma malla de 5 elementos distorsionados observada en la Fig. 2.3. Se evaluarén
espesores totales de 1 y 0.001 mm. Los elementos son tipo sandwich de tres capas, donde
las fracciones de espesor de cada capa son 0.25, 0.5 y 0.25. El material es isotropo, con
E =2.1e6 y v =0.3. Los resultados de los campos de tensiones revisados capa por capa
para todos los puntos de Gauss mostraron los mismos resultados que el Patch Test de
una capa. Para los casos de Flexién (para 7,, y ) v Giro (7,,) se observé simetria de
tensiones con respecto a la superficie media de los elementos, cambiando sélo su signo.
Esto comprueba la integracién correcta de los elementos de varias capas. Esta prueba

sigue las recomendaciones contenidas en la Ref. [60].

3.6.2. Placa cuadrada ortétropa de una capa con carga de pre-
sion

Una placa ortétropa de una capa se somete a una carga de presion uniforme de 1 psi.
La placa se encuentra empotrada en los cuatro bordes y tiene dimensiones de 1 in x 1
in x 0.01 in (ver Fig. 3.11). Se calcula la deflexién del punto central para dos casos. Uno
donde el material se rota 15 grados y otro donde se rota 45 grados. Las propiedades del
material son: £, =40000 psi, £, =1000 psi, £, = 1000psi, vy, =0.25, v, =0.0, v,, =0.0,
Gy =500 psi, G, =416.7 psi, G,. =500 psi. El problema se modela completo con malla
de 16 x 16 elementos. En cada borde se restringen todos los grados de libertad nodales.

Los resultados para un angulo de 45° se presentan en la tabla 3.2. Una ilustracién de los

desplazamientos nodales se presenta en la Fig. 3.12.
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Uniform Pressure of 1.0 psi

Figura 3.11: Placa ortétropa de 1 capa.

5 cloeped bao.
s beUr-uz-a

Figura 3.12: Desplazamientos nodales de pla-

ca ortotropa.

Referencia Sol. SCF=1 | Sol. SCF=5/6 | FEM SCF/Ana. | Error %
Analitica Ref. [46], 45° -1.6311 N/A N/A N/A
Esta tesis 4x4, 45° -1.2940 -1.3003 0.7972 -20.2808
Esta tesis 8x8, 45° -1.6020 -1.6077 0.9857 -1.4346
Esta tesis 12x12, 45° -1.6182 -1.6243 0.9958 -0.4169
Esta tesis 16x16, 45° -1.6233 -1.6296 0.9991 -0.092

Tabla 3.2: Soluciones del problema de la Placa ortétropa de 1 capa orientada 45°. SCF

K93 — K13 — 5/6

Los resultados para un angulo de 15° se presentan en la Tabla 3.3. Los resultados

muestran que la sensibilidad del modelo ante la aplicacion de los SCF calculados para un

material ortétropo de una capa es muy baja.

Referencia Sol. SCF=1 | Sol. SCF=5/6 | FEM SCF/Ana. | Error %
FEM Ref. [15] 16x16, 15° | -0.9521 N/A N/A N/A
Esta tesis 16x16, 15° -0.9505 -0.9562 1.0043 0.4306

Tabla 3.3: Soluciones del problema de la Placa ortétropa de 1 capa orientada 15°. SCF

K93 — K13 =— 5/6
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3.6.3.

Placa cuadrada de 3 capas con carga de presiéon uniforme

El problema y su solucién analitica fueron propuestos por Pagano en la Referencia

[48]. Se trata de una placa cuadrada simplemente apoyada de dimensiones 20x20x1 con

una carga de presién transversal uniforme (ver Figura 3.13). La placa consta de 3 capas,

todas con las mismas propiedades ortétropas, que son: Ey = 25ed, Fy = led, G5 =0.5e4,

Gaz = 0,2e4, G153 =0.5e4, v = 0,01, vo3 =0.25, 13 =0.01. La orientacion del material

de cada capa es de 0, 90 y 0 grados, tomando como referencia el eje x para las capas

1, 2 y 3, respectivamente. Todas las capas tienen el mismo espesor. La impresion de los

desplazamientos nodales del cuarto de placa se aprecian en la Fig. 3.14 y una ilustracion

de las tensiones de Von Mises en la Fig. 3.15.

Figura 3.13: Placa 3 capas

2].

Figura 3.15: T. Von Mises

Figura 3.14: Desplazamientos.

Won Mises Capa 3

Se modelé el problema con una malla 6x6 elementos que cubre 1/4 del total de la placa

y se aplicaron condiciones de borde de simetria. Los resultados para el desplazamiento

transversal en el centro de la placa se encuentran en la Tabla 3.4.

Referencia Sol. SCF=1 | Sol. SCF kg3,k13 | FEM SCF/Ana. | Error %
Analitica Ref. [48] | 1,27 x 107° N/A N/A N/A
ADINA (6x6) 1,19104 x 107° 1,28041 x 107° 1.0082 0.8197
Esta tesis (2x2) 1,2621 x 107° 1,3592 x 107° 1.0702 7.0236
Esta tesis (4x4) 1,2299 x 107° 1,3177 x 107° 1.0376 3.7559
Esta tesis (6x6) 1,19104 x 107° 1,26808 x 10~° 0.9985 -0.1512

Tabla 3.4: Soluciones del problema de la Placa ortétropa de 3 capas. SCF k93=0.8028,

/1113:0.5828.

Para la malla de 6x6 elementos la diferencia entre la solucion con y sin los SCF es del
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6.1 %, con una razén L/h=20. Los SCF son diferentes a 5/6, lo cual es producto de la

orientaciéon a 90° de la segunda capa.

3.6.4. Placa ortétropa de 2 capas antisimétrica

La Figura 3.16 muestra una placa cuadrada empotrada con dos capas del mismo ma-
terial orientadas a 0 y 90 grados, de espesor h = 0,64 in y lado a = 32 in. y sujeta
a una carga distribuida ¢ = 10 psi. Se busca el desplazamiento U, en el centro. Mate-
rial: B, =40.0e6 psi, £, =1.0e6 psi, G5, = G, = G5, =0.5¢6 psi, v, =0.25. Debido a
la simetria sélo se modela un cuarto de la placa. Condiciones de borde: en x =0.0 in,
U, =U, =U, = Rot, = Rot, =0.0. En y =0.0 in, U, = U, = U, = Rot, = Rot, =0.0.
En z =16.0 in, U, = Rot, =0.0. En y =16.0 in, U, = Rot, =0.0. Ver malla con desplaza-
mientos en la Fig. 3.17 y resultados en Tabla 3.5.

by
\

Ux=ur=Uz=0

ROTX=ROTY=0

UY=ROTX=0
(SYM

= 32

L
e
|
i

z
o ra=O

8 85 87

UX=ROTY=0
(SYM)

21

7
0 7

}-—3: 1sl_ﬂ
e

Ux=UY=UZ=ROTX=ROTY=0

Figura 3.17: Desplazamientos.

Figura 3.16: Placa 2 capas antisim.

Modelo w. SCF=1 | w. SCF kg3,k13 | w. FEM SCF/w. AN | Error %
Ref. [66] 20.1140 N/A N/A N/A
Esta tesis (8x8) -0.1168 -0.1187 1.0246 2.4561

Tabla 3.5: Desplazamiento U, de placa empotrada de 2 capas antisimétrica. SCF ko3 =
k13=0.5573.

La correccién inducida por los SCF se debe la orientacion de los materiales y a la

razén E,/E, = 40. Debido a que las razones entre los médulos de corte de las capas
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y entre modulos de corte de cada capa es igual a uno la solucién no se ve afectada de
manera importante por la aplicacién de los SCF. La razén L/h=>50 también incide en

este resultado.

3.6.5. Frecuencias Naturales de placa cuadrada de material com-

puesto

Se tiene una placa compuesta de nueve capas con orientacion alternada de 0 y 90
grados con respecto al eje global Z y simplemente apoyada en los cuatro bordes. La
medida de su lado es 1 in. El espesor de las capas a 0° es 0.001 in, y a 90° de 0.00125 in
(ver Figura 3.18).

L‘! 75 77 79 8l
@
55 57 58 61 &3
® &
37 39 a1 43 a5 |5
®
19 2| 23 25 ar
oR SO JOW o
T 3 5 T 9 T T x .
- 0.5 in. {  Figura 3.19: Modo 1, 29.96pigyra 3.20: Modo 2, 166.94
Hz. 1/4 de placa. Hz. 1/4 de placa.

Figura 3.18: Placa de 9 capas
[15].

Material: £, =40e6 psi, B, =1eb6 psi, v, =0.25, G, =0.6e6 psi, G,. =0.6e6 psi,
G,. =0.5¢6 psi, p =1.0 lb.sec?/in* (densidad de masa). Sélo se modela un cuarto de la
placa con las siguientes condiciones de simetria: U, =0.0, Rot, =0.0, Rot, =0.0y U, =0.0,
Rot, =0.0, Rot, =0.0 son aplicadas a lo largo de X =0.5 y Y =0.5, respectivamente.
Los desplazamientos normales a la placa U, estan restringidos para los nodos sobre los
bordes de la placa. Los desplazamientos en el plano (U,, U,) y las rotaciones alrededor
de la normal a la placa (Rot,) se eliminan para todos los nodos. Los resultados para las
primeras cuatro frecuencias naturales se encuentran en la Tabla 3.6. Los modos 1 y 2 se

pueden apreciar en las Figs. 3.19 y 3.20.
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Frec. Ref. [6] | SCF=1 | SCF SCF=1 | SCF SCF=1 | SCF
4x4 K9234K13 8x8 K934k 13 16x16 K934k 13
(Err. %)| 4x4 (Err. %)| 8x8 (Err. %)| 16x16
(Err. %) (Err. %) (Err. %)
1 30.064 29.813 29.800 (- | 29.959 29.946 (- | 29.994 29.980
(-0.834) | 0.878) | (-0.348) | 0.393) | (-0.233) | (-0.279)
2 167.113 | 173.263 | 172.689 | 166.935 | 166.476 | 165.668 | 165.231
(3.680) | (3.337) | (-0.107) | (-0.381) | (-0.865) | (-1.126)
3 205.867 | 212.329 | 211.256 204.517 | 203.658 202.935 | 202.117
(3.139) | (2.618) | (-0.656) | (-1.073) | (-1.424) | (-1.822)
4 270.579 | 252.201 | 251.030 262.250 | 261.230 265.246 | 264.251
(-6.792) | (-7.225) | (-3.078) | (-3.455) | (-1.971) | (-2.339)

Tabla 3.6: Primeras 4 frecuencias naturales de placa de 9 capas [Hz]. SCF k93=0.7143,
I€13:O.8742.

Los resultados presentados en la Tabla 3.6 muestran que el modelo implementado
posee una sensibilidad baja frente al uso de los Factores de Correccion ko3 y k13 calculados.
También muestran que, en general, los resultados son mejores con SCF=1. En la Ref.
[55] (pag. 444) se hall6 un estudio que calcula las primeras cuatro frecuencias de una
placa isétropa usando teoria de placas para deformaciones de primer orden. Concluye
que mientras més bajos son los SCF menores son las frecuencias naturales calculadas.
Esto debido a la disminucién de la rigidez al corte transversal del material. En la Tabla

3.7 se presentan algunos de sus resultados.

SCF « Modo 1 | Modo 2 | Modo 3 | Modo 4
1.0 5.794 13.899 21.424 26.171
5/6 5.769 13.764 21.121 25.734
2/3 5.732 13.568 20.688 25.115

Tabla 3.7: Frecuencias naturales de placa isétropa con SCF variable. Tomada de [55].

En este capitulo se presentd la teoria del elemento MITC4 aplicado a materiales com-
puestos laminares delgados con aplicacién de los Factores de Correccién calculados con el
método de correccion de la energia por deformacion de corte transversal. Se encontrd que
la sensibilidad del elemento ante la aplicacién de los SCF en materiales ortétropos de

una capa es muy baja. Su sensibilidad aumenta en materiales de varias capas ortétropas
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y orientadas a medida que aumenta la ortotropia del material de cada capa y la razon
entre los modulos de Young y de corte entre capas, donde estos tltimos tienen la mayor
importancia. A partir de los resultados obtenidos en los casos de prueba de este capitulo
no es posible concluir si el uso del método de calculo de los SCF mejora o deteriora los
resultados, debido a que se presentan ambos casos. La maxima diferencia de error entre
una solucién con SCF=1 y con SCF calculado fue de 6 % y se presentd para el caso de
la placa cuadrada de 3 capas con carga de presién uniforme. Las ventajas que ofrece el
método de los SCF se evidenciaran mucho mejor al aplicarlo a materiales compuestos tipo
sandwich, en donde los modulos de corte transversal del nicleo son mucho menores que
los modulos de corte transversal de las laminas exteriores, y en donde las razones entre el
espesor y la longitud caracteristica del material son mucho mayores que las razones h/L

de los materiales estudiados en este capitulo.
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Capitulo 4

Analisis de compuestos tipo

sandwich

4.1. Materiales compuestos tipo sandwich

Las estructuras tipo sandwich (ver Fig. 4.1) son un caso especial de estructura laminar
compuesta por dos ldminas exteriores y un nicleo, donde la funcién de este tltimo es
resistir las cargas transverales de corte, de manera similar al alma de una viga de patin
ancho (seccién I) [63]. La mejora propuesta por el elemento MITC4 al elemento A-I-
Z soluciona el problema del bloqueo que se presenta en estructuras muy delgadas, sin
embargo, es necesario un cuidado adicional para el caso particular de estructuras tipo
sandwich con nucleo grueso y con constantes elasticas mucho menores, en donde el modelo

MITC4 de varias capas sin SCF ofrece resultados muy pobres [60].
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Figura 4.1: Panel tipo Honeycomb. Tomada de [7].

Las estructuras tipo sandwich soportan cargas de corte transversal de una manera
diferente a los compuestos laminares delgados. Para profundizar en el comportamiento
de este tipo de estructuras se analizard el mecanismo de soporte de carga de una placa
sometida a cargas transversales normales (ver Fig. 4.2), modelando cada capa con un
resorte de rigidez G qpqHcapa, donde la rigidez total puede calcularse idealizando el panel
como una serie de resortes, tal como se ilustra en la Fig. 4.3. Luego, la rigidez del panel
puede obtenerse como,

1 1 1 1

= + + (4.1)
Gtotalhtotal Gléminahlémina Gm’lcleo hnflcleo Gléminahlémina

En general, para materiales tipo sandwich, el producto Graminaf1amina €8 mucho mayor, por
varios ordenes de magnitud, que el producto GuucieoPnucieo, dado que Ghuceo K Glamina Y
Plamina < Pnucleo- Debido a esto, es razonable asumir que el nticleo soporta todas las ten-
siones de corte transversal. Un método para mejorar los resultados del modelo de cascara
MITC4 para la simulacion de paneles tipo sandwich consiste en ajustar la relacién cons-
titutiva del material de las laminas exteriores haciendo los médulos de corte transversal
iguales a cero, esto es, Gz = G13 = 0 [60]. En consecuencia, la rigidez al corte transversal
del compuesto tipo sandwich estaria determinada completamente por los valores de los
modulos de corte transversal del nicleo. Esta practica constituye una alternativa a la

aplicacién de Factores de Correccién de Corte Transversal (SCF) calculados, debido a
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que el efecto de estos sobre los mdédulos de corte transversal de las laminas exteriores es
similar, al reducir los médulos de corte debido a su multiplicaciéon con factores cuyo valor
estd muy por debajo de la unidad. Estos valores pequenos para ko3 y k13 resultaran para
aquellos materiales donde los médulos de corte transversal de las ldminas exteriores son

mucho mayores que los médulos de corte transversal del niicleo (ver Fig. 3.9).

Figura 4.3: Analogia con resortes para el
moédulo de corte transversal [60].

P
P_h‘ ‘*—P S RNV VVVESV VISR

Figura 4.2: Placa tipo sandwich sometida a
cargas transversales normales [60].

Para evaluar los resultados de usar GGo3 = (G153 = 0 para las propiedades de las laminas
exteriores se utilizo el codigo implementado en esta tesis para simular el problema de la
agencia NAFEMS para compuestos tipo sandwich [27], para el cual se obtuvo un error en
el desplazamiento transversal del panel sometido a presiéon uniforme de 14.4 %. Detalles
sobre esta simulacion pueden hallarse en la Seccion 4.3.2. Una soluciéon mas general que
permite corregir el problema de la baja rigidez del nicleo en compuestos gruesos con
baja rigidez al corte es el uso de factores de correccion de la energia de corte transversal,

propuesta que fue desarrollada previamente en la Seccién 3.5.

4.2. Compuestos tipo sandwich con ntcleo de ho-
neycomb

Los compuestos tipo sandwich con nicleo del tipo panal de abeja (honeycomb) son
usados con mucha frecuencia en aplicaciones que requieran de estructuras con bajo peso,
alta rigidez y durabilidad. Las laminas exteriores del panel pueden compararse con los
patines de una viga en I, donde una de las laminas soporta tensiones de traccién y la otra
tensiones de compresion al someterse a cargas de flexion. El niicleo de honeycomb puede
compararse también con el alma de la misma viga, el cual actia resistiendo las cargas

cortantes y aumentando la rigidez de la estructura al mantener las ldminas separadas
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(ver Fig. 4.4). La estructura de tipo honeycomb supera a la viga en I al producir un panel
de rigidez uniforme al proveer un soporte continuo a lo largo y ancho de las laminas.
El adhesivo que actiie como unién entre el nicleo y las laminas juega un papel funda-
mental al consolidar todos los elementos en uno solo con suficiente rigidez ante cargas
torsionales y de flexion. En las simulaciones de este trabajo se asume que la unién entre
nicleo y laminas es ideal. Una comparacion entre paneles solidos y paneles con ntcleo de

honeycomb se encuentra en la Tabla 4.1.

Material sélido | Esp. niicleo = t | Esp. niicleo = 3t
¥
¥

Y LT

= |z ‘E
Rigidez 1.0 7.0 37.0
Resistencia a Flexién | 1.0 3.5 9.2
Peso 1.0 1.03 1.06

Tabla 4.1: Rigidez y peso relativos de paneles con nicleo de honeycomb en comparacion
con paneles solidos.

Algunos materiales tipicos de los paneles tipo panal son Aluminio, Nomex (aramida),
Korex, Kevlar, Fibra de vidrio y Fibra de carbono. Su forma es como lo muestra la
Figura 4.5, donde se distinguen las direcciones L. y W, paralelas a las cuales se definen

las propiedades del ntcleo.

Lamina a tension

Niucleo en cortante

Tamatio Celda

Lamina a compresion o
Uniones

Figura 4.4: Tensiones de panel tipo honey-

comb ante cargas de flexién. Tomada de [28]. Figura 4.5: Fsquema del miicleo tipo panal

de abeja. Tomada de [28].

Para analizar el comportamiento de un panel tipo panal se propone tomar una viga
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con nucleo de honeycomb en voladizo con una carga en el extremo. La deflexion de la viga
producto de la carga aplicada es la suma de la deflexién creada por el momento flector,
que se hace maximo en el extremo empotrado, y de la deflexion creada por las fuerzas de
corte. La deflexién por flexién es funcion de los médulos eldsticos a traccién y compresion
E, y E, de las laminas exteriores, mientras que la deflexion por cortante es funcion de

los médulos de corte fuera del plano Gaoz y G113 del nicleo.

4.2.1. Modelado computacional de paneles tipo sandwich con

nucleo de honeycomb

Algunas suposiciones importantes que se pueden tener en cuenta para la simulacion

de paneles tipo panal empleando el Método de los Elementos Finitos son:

1. Las fuerzas de corte transversal aplicadas sobre el panel seran soportadas por el

nucleo.

2. Los momentos flectores y fuerzas en el plano aplicadas sobre el panel seran sopor-
tadas por las laminas exteriores como fuerzas membranales, debido a que la rigidez
del ntcleo en el plano es muy pequena en comparacion con la rigidez de las laminas

exteriores en el plano.

3. Para modelos donde la razén largo/espesor del panel es grande se podria despreciar
la accion de las fuerzas de corte transversal sobre el nicleo y usar modelos de

elementos finitos para compuestos laminares delgados.

El modelo de Elementos Finitos implementado en este trabajo introduce las supo-
siciones antes mencionadas de la siguiente manera: Suposicion 1: el modelo calcula los
SCF, los cuales resultaran en valores muy por debajo de la unidad para compuestos tipo
sandwich. Estos factores, que siempre son menores que 1.0, reducen los modulos de cor-
te transversal de los materiales de todas las capas, aproximandolos a los valores de los
modulos de corte transversal del nucleo. Suposicién 2: las deformaciones membranales
y de flexion del MITC4 se calculan de la forma usual a partir de los desplazamientos y
rotaciones del elemento AIZ. Cada capa del panel aporta a la rigidez total. En general,
los moédulos elasticos en el plano de las ldminas exteriores son mucho mayores que los

mismos modulos del ntcleo. De aqui que podamos asumir que las laminas soportan los
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momentos y las fuerzas en el plano. Suposiciéon 3: el término de la energia por flexion para
los paneles con una razén L/h grande predomina sobre el término de la energia de corte
transversal. El elemento MITC4 previene el bloqueo en este tipo de geometrias. Cuando
la razén L/h es grande es posible inhabilitar el cdlculo ad hoc de los SCF, para hacer
ko3 = K13 = 1, ya que bajo estas condiciones el modelo es muy poco sensible a cambios

en los SCF (ver los resultados de la Fig. 4.14).

En la Tabla 4.2 se aprecian las suposiciones para los valores de las constantes de un
material ortétropo para un panel tipo honeycomb, en donde las propiedades de las laminas
exteriores pueden ser todas diferentes de cero. Para el nicleo, una practica comun es
modelar con la mayoria de las propiedades cercanas a cero, a excepcién de los médulos de

corte Go3 y G113, los cuales aportan la rigidez al corte transversal para el panel completo.

Laminas | Nucleo
E1#0 E,~0
Ey £0 Ey ~0
Es £0* | B3 #0*
vig#0 | vi2=0
vaz # 0% | o3 = 0"
vig# 0" | vz~ 07
G2 #0 G2~ 0
Goz #0 | Goz # 0
Giz#0 | Giz#0

Tabla 4.2: Plantilla de propiedades de los materiales de un panel con nticleo de honeycomb.
*Constantes que se suministran en casos donde existen propiedades para un modelo de
material 3D.

Las suposiciones para el material que se acaban de presentar han demostrado brindar

soluciones razonables en aplicaciones practicas de ingenieria [28].

4.3. Casos de prueba para compuestos tipo sandwich

El objetivo de esta seccién es probar la capacidad de calculo del elemento de varias

capas para la simulacion de compuestos laminares gruesos tipo sandwich cuyo nicleo
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soporta las cargas de corte transversal.

4.3.1. Viga compuesta con carga de flexion de tres puntos

Consiste en una viga compuesta de 7 capas, simplemente apoyada en A y B (ver Fig.
4.6), con una carga de 10 N/mm aplicada en C (z = 25, z = 1). Todas las capas son
del mismo material, orientadas alternadamente en angulos de 0 y 90 grados. Material:
E, = 100 GPa, E; = 5 GPa, E3 = 5 GPa, v15 = 04, v13 = 0,3, 193 = 0,3, G1o = 3
GPa, G13 = 2 GPa, Go3 = 2 GPa. En la Tabla 4.3 se presentan los resultados para
el desplazamiento vertical del punto E, mientras que en la Fig. 4.7 la impresion de los

desplazamientos nodales para la malla de 4x20 elementos.

eeo
©
IR

! |
¥ ! 0° fiber direction
1 - -

x
—z—
S
- R
— || ] =
g

T : - R . UW wee,e,
ZLX . L~ . ‘i1 I 0 g y 1000001
A £ 8 % 2101011
Figura 4.6: Viga de 7 capas. sp1oona
Figura 4.7: Desplazamientos.
Modelo wg SCF=1 | wg SCF ka3,k13 | wg FEM SCF /wr AN | Error %
Ref. [27] -1.06 N/A N/A N/A
Esta tesis (1x4) -0.8016 -0.8118 0.7658 -23.4151
Esta tesis (2x10) -1.0173 -1.0268 0.9687 -3.1321
Esta tesis (4x20) -1.0427 -1.0525 0.9929 -0.7075

Tabla 4.3: Soluciones viga compuesta de 7 capas. SCF k93=0.7200, x13=0.8857.

Debido a que los modulos de corte transversal son iguales para todas las capas la

incidencia de los SCF sobre la solucién de desplazamientos es baja.
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4.3.2. Cascara tipo sandwich de tres capas con carga de presion

normal

Un panel tipo sandwich con los cuatro bordes simplemente apoyados es sometido a una
carga de presién uniforme de 100 psi. Las constantes a ingresar para el modelo tipo cascara
se pueden hallar en las Refs. [45] y [57]. Materiales: ldminas exteriores (face sheets):
Ey =1.0e7 psi, Fy =4.0e6 psi, F3 =1eb6 psi, vio =0.3, vog =0, 113 =0, G12 =1.875e6 psi,
Gog =1.875e6 psi, G135 =1.875e6 psi. Niucleo (core): Fy =10.0 psi, Es =10.0 psi, F3 =10.0
psi, v12 =0, o3 =0, 13 =0, G2 =10.0 psi, Goz =1.2e4 psi, G13 =3.0e4 psi. La Tabla 4.4
presenta las soluciones para U, del punto C. La letra G indica que los médulos de corte Gag
y (13 se hicieron iguales a cero para las placas exteriores para comprobar el resultado
de eliminar por completo su rigidez al corte transversal, dejando esta rigidez al corte
exclusivamente al niicleo (ver Seccién 4.1). Esta practica constituye una aproximacion
al efecto de los SCF calculados, los cuales disminuyen en gran medida los médulos de
corte de las laminas. La impresién de la geometria inicial y los desplazamientos nodales

se presentan en la Fig. 4.9.

. 0.028 —
uniform normal
pressure

oC 10 0.750

0.028 ——

A
—— 10—

¥ simply supported
on all four edges all dimensions in inches

X

face sheet

Figura 4.8: Panel tipo sandwich [57].

Figura 4.9: Desplazamientos.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE COMPUESTOS TIPO SANDWICH

Modelo w. SCF=1 | w. SCF ka3,k13 | FEM SCF/An. | Error %
Analitica Ref. [27] -0.123 N/A N/A N/A
Esta tesis (16x16) G | -0.1053 N/A* 0.8561 114.3902
Esta tesis (16x16) -0.0637 -0.1166 0.9480 -5.2033

Tabla 4.4: Soluciones del problema del sandwich de 3 capas. SCF k93=0.1900, x13=0.085.
*N/A debido a que se aplico la préctica de hacer los médulos de corte transversal de las
laminas iguales a cero para comparar el resultado de esta suposicion con el resultado de
los SCF calculados.

Los resultados indican que para este caso de prueba asumir Go3 = G13 = 0 para el
material de las laminas exteriores con el objetivo de simular la estructura sin utilizar SCF
resulta en un error de -14.39 % en comparacién con un error de -48.21 % que corresponde
a la solucién de esta tesis con malla de 16x16 sin el uso de los SCF. Aplicar los SCF
calculados brinda una solucién con un error inferior. Los SCF calculados poseen valores
muy lejanos al valor cldsico de 5/6 que aplica para materiales homogéneos, lo cual obedece
a las altas razones F; /FE, de las capas, a la razén G13/Gog del niicleo y a las razones entre
los médulos de corte transversal y los espesores entre las laminas exteriores y el ntcleo.
La diferencia de error entre los resultados obtenidos con SCF=1 y los SCF calculados
para este tipo de estructuras se torna muy importante a medida que la razén entre la
longitud caracteristica y el espesor del sandwich L/h decrece. Para este caso de prueba

L/h =124 y la diferencia de los errores es de 43 %.

4.3.3. Frecuencias naturales de placa compuesta tipo sandwich

con core tipo honeycomb

El problema consiste en hallar los primeros seis modos y frecuencias naturales de una
placa formada por 3 capas. Las dos exteriores son laminas rigidas de aluminio (material
isétropo) de 0.4064 mm de espesor. La capa del medio es un nticleo de aluminio tipo
panal de abeja (material ortétropo) de 6.35 mm de espesor. Para modelar este panel se
adopta la suposicién que el niicleo sélo soporta tensiones de corte fuera del plano (7, y
Tyz) ¥ que sus rigideces en el plano son cero, esto es, E, = E, = G, = 0 [53, 54]. El
esquema del problema se presenta en la Figura 4.10.

Las propiedades isétropas de las ldminas son: F =68.95¢9 N/m? v =0.33, G =25.92¢9
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¥
-
w . v i - . . ] ]
| - > . . . -
| > > - - - - ] L3 in
| - - ' * - :
L - - - - - ] |
= 12 in.

Figura 4.10: Panel tipo sanwich (3 capas). Tomada de [15].

N/m? p=2767.933 kg/m?>. Las propiedades del nicleo son: G, =5.171e7 N/m? G, =1.345e8
N/m?, p=121.8318 kg/m®, § = 0°.

Se aplicé una condicién de borde simplemente apoyado en los cuatro lados de la pla-
ca. Los desplazamientos U, y Uy, y las rotaciones Rot, estdn restringidas en todos los
nodos. Los resultados del andlisis de frecuencias naturales se muestra en la Tabla 4.5.
El error que se indica entre paréntesis esta calculado con respecto al promedio de las
soluciones analiticas y experimentales suministradas por Ravilleue & Veng en la Ref.

[54).
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Modo | Experim. | Analitica | Tesis 6x4 | Tesis Tesis Tesis
Ref. [54] | Ref. [54] SCF=1 6x4 SCF | 15x10 15x10
K235K13 SCF=1 SCF

K23,K13

1 — 23.0 23.19 23.07 23.47 23.35
(0.83) (0.30) (2.04) (1.52)

2 45.0 44.0 43.72 43.04 44.97 44.36
(-1.75) (-3.28) (1.06) (-0.31)

3 69.0 71.0 78.41 77.07 72.95 72.03
(12.01) (10.10) (4.21) (2.90)

4 78 80 83.37 80.00 81.35 79.07
(5.53) (1.27) (2.97) (0.09)

5 92 91 90.83 88.52 93.18 91.26
(-0.7322) (-3.26) (1.84) (-0.26)

6 125 126 116.63 111.13 127.44 123.05
(-7.07) (-11.45) (1.55) (-1.95)

Tabla 4.5: Soluciones de placa compuesta tipo sandwich [Hz|. Los errores se muestran
entre paréntesis. SCF k93=0.0174, x13=0.0442.

La frecuencia fundamental del andlisis con malla de 15x10 usando factores de correc-
cién posee un error de -0.04 % con respecto a la solucién del mismo problema presentada
en la Ref. [53]. En los resultados presentados en la Tabla 4.5 para la malla de 24 elementos
se puede observar que el uso de los SCF calculados no siempre mejora el resultado de las
frecuencias. La suma de los valores absolutos de los errores para el analisis con SCF=1
y con SCF calculados es 27.9 y 29.66 %, respectivamente, luego el error global calculado
aumenta con el uso de los SCF calculados, donde 3 de las frecuencias se deterioran con la
aplicacion de SCF calculados. Al pasar a la malla mas fina de 150 elementos, se observa
que los errores globales con SCF=1 y con SCF calculados son 13.67 y 7.03 %, respectiva-
mente. En este caso introducir SCF calculados mejora la solucion global de las frecuencias
naturales, y sélo el cédlculo de la sexta frecuencia se deteriora con la aplicacion de SCF
calculados. Cabe también destacar que la mayor diferencia de errores entre calculos con
SCF=1 y SCF calculados es 3.5%, y se presenta para el modo 6 de la malla de 15x10
elementos. Esto permite concluir que, para este caso de prueba, la sensibilidad del modelo
a la aplicacion de los SCF calculados es baja en comparacion con la misma diferencia de

errores del caso de la seccién 4.3.2, donde el mismo dato asciende a 43 %. La diferencia
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de sensibilidad entre estos dos casos corresponde con la diferencia de las razones L/h.
Para el material tipo sandwich de la seccién 4.3.2 L/h =12.4, mientras que para el caso
de esta seccién L/h =170.3. La importancia de la razén L/h en materiales tipo sand-
wich sera estudiada con mayor detalle en la seccién 4.3.4. Los modos de vibracion que

corresponden a las frecuencias presentadas en la Tabla 4.5 se muestran en la Fig. 4.11.

O

(a) Modo 1, 23.35 Hz. (b) Modo 2, 44.36 Hz. (c) Modo 3, 72.03 Hz.

(d) Modo 4, 79.07 Hz. (e) Modo 5, 91.26 Hz. (f) Modo 6, 123.05 Hz.

Figura 4.11: Modos de vibracion de panel tipo sandwich con ntcleo de honeycomb. Matriz
de masa diagonalizada. Malla de 15x10 elementos, con SCF.

92



CAPITULO 4. ANALISIS DE COMPUESTOS TIPO SANDWICH

4.3.4. Frecuencias Naturales de panel tipo sandwich de capas
isétropas

Este caso de prueba no se compara con una soluciéon analitica sino con modelos de
elementos finitos tipo cascara lineales de cuatro nodos implementados en los cédigos de
célculo de ADINA (MITC4) y NX-NASTRAN (CQUAD4); este ltimo a través de la
interfaz de usuario FEMAP. El problema consiste en hallar las frecuencias naturales de
un panel rectangular tipo sandwich de 1 x 0.7 m, donde los nodos sobre los cuatro bordes
tienen la condicién de borde U, = U, = U, = 0. La razén entre los médulos elasticos y
de corte de las laminas exteriores y el nucleo es E;/E, = G;/G,, =76.6 y la razén entre
sus densidades es p;/p, =36.6. Las propiedades de las ldminas son: E; =7.1e10 N/m?,
v, =0.33, p; =2640 kg/m3. Las propiedades del ntcleo son: E,, =9.27e8 N/m?, v,, =0.33,
pn =72.083 kg/m3. Se hallardn las frecuencias naturales para espesores totales de 0.07,
0.03254 y 0.0003254 m, manteniendo constantes las fracciones de espesor de las laminas
y el ntcleo en valores de 0.039 y 0.922, respectivamente. Para modelar con ADINA y
FEMAP con NX-NASTRAN se usaron mallas de 32x24 elementos, mientras que el mo-
delo de esta tesis us6 mallas de 30x20 elementos. Los resultados se observan en las Fig.
4.12 a 4.14. Debido a que las propiedades de los materiales y las fracciones de espesor

permanecen constantes, también los SCF permanecen constantes en un valor k = 0,1447.

En la Fig. 4.12 se aprecian las primeras diez frecuencas naturales del panel calculadas

con el codigo escrito en esta tesis con y sin SCF, usando ADINA con y sin SCF, y usando

FEMAP con NX-NASTRAN con SCF.
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Sandwich Lih=10
4000 T T T ; J g T

—e:—Tesi:s Con SCF

*

3500
3000
2500
2000+

Frecuencia Matural [Hz]

15800

mimero de Moo

Figura 4.12: Primeras diez frecuencias naturales de panel tipo sandwich. L/h=10. SCF
K93 — K13 =0.1447.

Es posible apreciar que para razones largo/espesor L/h = 10, es decir, un panel grueso,
el uso de los SCF cambia mucho el cdlculo de frecuencias naturales. Sin SCF los médulos
de corte fuera del plano que mas aportan a la rigidez del panel son los correspondientes
a las laminas, produciendo un panel més rigido y con frecuencias més altas que usando
SCF. En la Fig. 4.13 se aprecia que una razén L/h=21.5 continta evidenciando diferencias

importantes entre las soluciones calculadas con y sin SCF.

Sandwich Lh=21.5

2500 oo ‘I‘ééié'u’:'u:ih'SCF """"""" B, it

000k Ell e N.-&.STH:-&.N con- .E'rCF- . ....... ......... ....... 1
_e"._ TESIS : :

e |-t ADINA S i S

Frecuencia Matural [Hz]

ook ...... A ........ ........ ........ ........ ........

kimero de Maoda

Figura 4.13: Primeras diez frecuencias naturales de panel tipo sandwich. L/h=21. SCF
K93 = K13 =0.1447.
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Finalmente, en la Fig. 4.14, para L/h=2151, es decir, para un panel muy delgado,
las frecuencias calculadas usando SCF practicamente se superponen sobre los resultados

hallados sin el uso de los SCF.

Sandwich LAA=2151

—ei—Tesifs Con SCF : : : : !
....... *ADINACDHSCF FIERR.

[
m

[
[

—
m

Frecuencia Matural [Hz]

-
=
T

I I I
1 2 3 4 ] B 7

kimero de Moda

]

10

Figura 4.14: Primeras diez frecuencias naturales de panel tipo sandwich. L./h=2151. SCF
K93 = K13 =0.1447.

Adicionalmente, se encuentra que el error entre las soluciones calculadas con y sin SCF
tienden a incrementarse con el aumento del modo, tal como se observa en la Tabla 4.6.
Este comportamiento también se presenta en el calculo de vibracion de vigas, tal como se
comentd al final de la seccion 3.5.1. El error relativo porcentual ha sido calculado segin

la Ec. 2.62 usando los resultados de esta tesis con y sin SCF.
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Modo | L/h=10 | L/h=21.5 | L/h=2151
1 24.37 8.40 0.0025
2 38.10 13.02 0.0031
3 50.17 16.39 0.0026
4 55.75 19.39 0.0035
5 58.50 21.43 0.0043
6 61.58 27.58 0.0055
7 62.68 28.00 0.0044
8 65.71 29.51 0.0043
9 61.33 33.15 0.0057
10 57.56 35.00 0.0067

Tabla 4.6: Evoluciéon de error en célculo de frecuencias naturales con y sin SCF para
diferentes razones L/h (con base en resultados numéricos de esta tesis).
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Conclusiones

= Se implemento el elemento finito tipo cascara MITC4 para modelar materiales com-
puestos laminares. El modelo admite materiales isétropos y ortétropos con ntiimero
ilimitado de capas, asignar direcciones a los materiales y usar factores de correccion
de energia de corte transversal (SCF) para aumentar la exactitud de los célculos.
El cédigo escrito permite imponer cargas nodales y cargas de presion para calcular
desplazamientos, componentes de deformaciones y tensiones, tensiones de Von Mi-
ses, frecuencias naturales y modos de vibracién, y permite imprimir la malla de la

superficie media deformada y sin deformar, al igual que los modos de vibracion.

= Se implementd la formulacién para el calculo de la matriz de masa diagonalizada de
Hinton, Rock & Zienkiewicz para un elemento rectangular de cuatro nodos que tiene
en cuenta las inercias de masa asociadas a los grados de libertad rotacionales. No

se tuvieron en cuenta consideraciones especiales para la distorsién de los elementos.

= Se escribié un codigo en lenguaje Matlab para los ejercicios numéricos de la tesis.
Los resultados se compararon con soluciones numeéricas de simulaciones realizadas
en los software comerciales ADINA y FEMAP con NX Nastran. Adicionalmente, se
adoptaron diversos casos de prueba con solucién analitica para estructuras isétro-
pas y ortotropas de una y varias capas, donde algunos casos incluyeron variaciones
en la orientacién de las capas. Una parte de estos casos se destinaron a problemas
estaticos lineales para comprobar los cédlculos de la matriz de rigidez, mientras que
otra parte al calculo de frecuencias naturales y modos de vibraciéon para compro-

bar, adicionalmente, el calculo de la matriz de masa diagonalizada. Los resultados
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obtenidos se consideran satisfactorios.

Se estudiaron los SCF calculados a partir de la igualacién de energias de corte
transversal asumiendo la hipotesis de flexién cilindrica. El calculo de los SCF en
compuestos laminares es funcién de la orientacion del material de cada capa, de la
ortotropia de cada capa dada por Ei/E, y G13/G23. En compuestos tipo sandwich
también son funciéon de las razones entre los médulos de corte transversal de las
ldminas exteriores y del niicleo, al igual que de la razon entre sus espesores h;/h,,. Los
SCF cobran especial importancia en compuestos laminares tipo sandwich cuando
los médulos de las laminas exteriores Gi3 v Gag son diferentes de cero y mucho
mayores que los mismos modulos del nticleo G13,, y Gas,, donde el efecto méas notorio
de los SCF es la disminucién de la rigidez al corte transversal de las laminas a valores

cercanos a la rigidez al corte transversal del nicleo.

Los valores de los SCF para estructuras compuestas de varias capas son diferentes de
los SCF calculados para estructuras homogéneas. Por otro lado, para materiales de
una o varias capas del mismo material isotropo y para materiales ortétropos de una
capa el calculo de los SCF coincide siempre con el valor cldsico k13 = kag = kK = 5/6.
El uso de los SCF se considera esencial para modelos de elementos finitos que

asumen deformaciones por corte transversal constantes a través del espesor.

Para el célculo de frecuencias naturales en paneles tipo sandwich el uso de los SCF
es también esencial. El error en los resultados al usar o no los SCF es funcién de la
razén largo/espesor total, L/h. Para paneles gruesos el error puede ser muy grande,
y tiende a incrementarse con el nimero del modo de vibracion. Por otro lado, para
paneles muy delgados, los SCF parecen no tener un efecto importante sobre los
resultados, dado que en materiales delgados la energia de deformacién por flexion

predomina sobre la energia de corte.
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Apéndice A

Transformaciones utiles

Podemos usar las siguientes herramientas para transformar las componentes de las

deformaciones, tensiones y del tensor constitutivo en notacién de Voight de un sistema

de coordenadas a otro. Para ello definiremos primero la matriz ) de transformacién, cuyas

componentes cambian dependiendo de la direccién en que se realice la transformacion (ver

[50], pag. 307).

2 2 2
12 m3 n3 lams
12 m3 n3 lsms

2l1l2 2m1m2 2711712 l1m2+m1l2

2[213 2m2m3 27’L27’L3 lzm3+m213

2[113 2m1m3 27117”&3 m113+l1m3

A.1. Deformaciones convectivas a cartesianas

miny

maoTo

msng
ming + NiMms
MaNg + NoMms

nims + minsg

nyly

naly

nsls
nils + ling
nals + lang

l1n3 + n1l3

Aplica sélo para transformar del sistema convectivo a un sistema cartesiano cualquiera.

Si partimos de la expresién tensorial,

emn =255 (9 ex) (¢ - @)

obtenemos:
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h=g" e my = g°- e, n, = gt ey (A.3)
lb=yg -e, my=g°- e, ni=g-ey (A.4)
Is=g"-e. my=g°-e, n=g-e. (A.5)

Noétese que el sistema de partida (para transformar deformaciones) tiene bases cons-
tantes a lo largo de las columnas. Partiendo de 7. = C,e, v 7, = C,e,, vy usando

C, = QTC,Q puedo llegar a 7. = QT 7,. En resumen,

g, = Qe (A.6)
C, = Q"C.Q (A7)
7. =Qr, (A.8)

A.2. Deformaciones cartesianas a convectivas

Aplica para transformar de un sistema cartesiano cualquiera al sistema convectivo. Si

partimos de,

Eij = Eki (gi '§k) (gj -§z) (A.9)

obtenemos:
l1:g,«-€z ml:gr'ey nl:gr.ez (A.lO)
lzzgs«ex My = gs - €y ny = gs-e. (A.11)
l3:gt'el‘ m3:gt'ey n3:gt'ez (A12)

Noétese que el sistema de partida (para transformar deformaciones) tiene bases cons-
tantes a lo largo de las columnas. Con un procedimiento similar al de la seccién anterior

obtenemos:

100



APENDICE A. TRANSFORMACIONES UTILES

g, = Qe (A.13)
Cx = QTCTQ
. = QT (A.15)

—~

A14)

A.3. Deformaciones cartesianas a cartesianas

Aplica para transformar entre dos sistemas cartesianos. Si partimos de,

obtenemos:
ll :_é:c cEx my :_éx “ €y ni :éx gy (A17)
l2 = _éy *Ex my = _éy "€y ny = _éy c €, (A18)
ls=¢.¢€; mi=é;- ey n=é.-e. (A.19)

Noétese que el sistema de partida (para transformar deformaciones) tiene bases cons-
tantes a lo largo de las columnas. Con un procedimiento similar al de las secciones ante-

riores obtenemos:

€r = Qe, (A.20)
C,=Q"C.Q (A.21)
.= QT (A.22)

Si se utiliza la Ec. A.1 para transformar la relacion constitutiva del sistema ortétropo
al sistema cartesiano local para tener en cuenta en el modelo la rotacion de las capas del
material es necesario recordar que si el angulo de la capa es [ grados a partir del eje local

el angulo que se debe rotar la relacién constitutiva es —f.
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Es importante remarcar que es equivalente rotar la relacién constitutiva del sistema
ortétropo al local como propone Onate (es decir, usando la matriz de rotacién) y luego
transformarla del sistema local al convectivo que transformarla directamente del sistema

ortétropo (de ejes A,B,C) al convectivo.
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Resultados adicionales

B.1. Prueba de la parcela para Flexion

Para la Fig. B.1 W=-5.7143e-5 para los nodos 7 y 8 (momento en () como para los
nodos 1 y 7 (momento en «), solucién que corresponde con la solucién analitica para la
deflexién méxima de una viga empotrada, que es ([68], pag. 194),

MIi?

Omaz = YT con M=2 (B.1)

Al reducir el espesor a 0.001 la deflexion W=-5.7143e4 para los mismos nodos, la cual

también corresponde con la solucién analitica.

. 10° Patch T., Flexidn, Th=1 w1077 Patch T., Flexidn, Th=1

1.5 15

B [esd]
L=3 [ra.d]

(a) Momento aplicado alrededor de Y. (b) Momento aplicado alrededor de X.

Figura B.1: Distribucion lineal de rotaciones para Patch Test de Flexion con SCF=1.0.
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B.2. Prueba de la parcela para Corte Transversal

La deflexion maxima para una fuerza aplicada en los nodos 7 y 8, al igual que aplicada
en los nodos 1 y 7, para un espesor de 1 es W=-2.4762e-6. Para un espesor de 0.001 la
deflexion W=-2.4762e-3.

10 Patch T., Corte T, Th=1 w 10" Patch T, Corte T, Th=1
o T " ! ! o T T T T

(a) Fuerza aplicada a nodos 7 y 8. (b) Fuerza aplicada a nodos 1y 7.

Figura B.2: Distribucién lineal de desplazamientos para Patch Test de Corte Transversal
con SCF=1.0.

104



Apéndice C

Conceptos basicos

C.1. Bases convectivas

Los vectores base covariantes del sistema convectivo en un punto son:

aOL
gi = %ga 1=1,2,3

ox
or

B P
%
L Or
ox
0s

%= 555 T a5 T 55 T | Bs

%
L Os
ox
ot

Oz oy dz | oy
93— at§x+ at§y+ at§z_ E

0z
L Ot

105



APENDICE C. CONCEPTOS BASICOS

Los vectores base contravariantes del sistema convectivo se describen asi:

9'=9"g (C.5)
g1 12 9g13 91-91 91.92 91-93

9ij = 921 922 9o3| — |92:91 G2.92 G2-93 (C.6)
g31 932 ¢33 g93.91 g3-92 g3.93

gij = [gij]_l (C'7)

gl = g”g1 + gugz + 913g3 (C.8)

gz _ 921g1 +gz2g2 +923g3 (C.9)

g3 _ g31g1 +932g2 +933g3 (C.10)
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Interpolaciones

D.1. Geometria

La geometria del elemento de cédscara esta descrita por [19]:

4 4
t
k=1 k=1
Las derivadas se expresan como:
dx; <~ Oh t
(?jjj = 2 8_7"5 [mf + iakV,ﬁ-] para T; = x,y,2 y 1 =71, S. (D.2)
Or; 1«
8152 =5 ;akhk‘/fi para x; = 1,9, 2. (D.3)
D.2. Desplazamientos
Siguiendo la notacién y los desarrollos de la Referencia [9]:
(D.4)

4 ;A

1 k k

w; = x; — ’x; = E hiuw; + 3 g aphiV;
k=1 k=1

Donde
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APENDICE D. INTERPOLACIONES

Vnkx
Vnk = 1Vnk - OVTZC = ny <D5)
Vk

Las componentes de V¥ pueden expresarse en términos de rotaciones alrededor de dos

vectores unitarios con origen en el nodo k. Estos se definen como:

e, X °VFk
oyk— ¥ ‘n_ (D.6)
P ey x oV

Cuando °V} es paralelo a e, se hace °V}* = e,. Luego,

o‘/Qk — ovk % O‘/lk (D?)

n

Si ap v B son las rotaciones de °VF alrededor de °V} y °VF, respectivamente, y

tenemos en cuenta que oy y [ son angulos pequenos obtenemos:

n

Vk — _O‘/Qkak‘ + o 1k5k (D8)

Se demostrard realizando una primera rotacién de °V,* alrededor de °V¥ y una segunda
alrededor de °VF. Las componentes de 'V* tras la primera rotacién seran (A, By, C}),
y tras la segunda rotacién seran (As, By, Cs), correspondientes al sistema ortonormal
formado por °VF, °VF y °VE Tras la primera rotacién obtenemos:

Ay =sinf B =0 Cy =cosf3 (D.9)

Tras la segunda rotacion obtenemos:
Ay =0 By =sina-C; =sina - cos 3 Cy =cosa-Cy =cosa-cosf (D.10)

Ahora se expresa 'V como una combinacién lineal de los vectores base y las compo-
nentes A, B y C halladas. Tener en cuenta que las rotaciones se desarrollaron segin la

regla de la mano derecha, donde la componente B, va en sentido negativo del eje °VJ}:
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APENDICE D. INTERPOLACIONES

Wk = A)°VE 4 (= By)°VF 4+ C,0VF (D.11)

Teniendo en cuenta que para angulos pequerios sina &~ oy cosa ~ 1 — a?/2,

2 2 2 202
Wk =ovkg, —VEa, +a (%) VE+OVE [1 - (% + %) + %1 (D.12)

Dado que los angulos son pequenos, al aproximar los cuadrados a cero finalmente

obtenemos:

W= Vo + VB 4V (D13)

Ecuacion que puede expresarse como:

Vi =1VE =0V = =V + VB, (D-14)

Finalmente, los desplazamientos se pueden escribir como:

4 4
t 0 0
U; = ; hkuf + 5 ; aihy (— nga/lg + ‘/fzﬁk) (D15)
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Apéndice E

Tensor de deformaciones

infinitesimales

El término €;;|jmear contiene las componentes del llamado tensor de deformaciones

infinitesimales. Estas componentes pueden ser expresadas como,

. 1, ou , oU
ij|lineal — & it A Pt E.1
€ij tneat 2 g or; T or; (1)
Debemos tener en cuenta que:
[ 901 [ Ou |
87“2- 8ri
aOX B 80y ay B ov (E 2)
87’,- N ari ari B afri '
0°z ow
8ri 87’,‘

Si reemplazamos las Ecs. E.2 en la Ec. E.1 se obtiene una expresion general para las

componentes del tensor de deformaciones infinitesimales.

1 aoxﬁ_u 8Oy@ 8028_21) N Oou 0°c Ov % OJwdz

€ij|lineal = = E.
‘ J|l : 2 87} 87’]' + 87’1‘ E)rj + 87“1- 87’j 87’2- @T’j * @T‘i 87“j + (‘37} 87’j ( 3)

Para los términos ¢ obtenemos:
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APENDICE E. TENSOR DE DEFORMACIONES INFINITESIMALES

E.1. Componentes ¢, y €

0°c du  0° dv  0°z 0w

il ;= —
ritinea 873- 87”2' 87”1' 8ri aT’i 87“1-

Se obtienen empleando las Ecuaciones 2.25 y 2.26, multiplicando directamente por

0%x;/0r;.

_mdu ryov 0:0u
Crrllineal = or or or Or or Or

Db Fyov 00w
Cosltineal = 0s 0s 0s 0Os 0s 0s

E.2. Componente €,

Aqui se puede demostrar que €,; = €.

_, 1 8°x@+80y@+80z8_w+8_u8%
Crslineal = 5 175 "9 " r s or 0s | Or Os

E.3. Componentes €,; y €4

Aqui se puede demostrar que €., = €, y que €y = €.

0°x 8_u 0%y @ 0°z 8_w Ou 0°x

~ 1
67"“""6“_5[87” o T ora T Tarar T

0°x @ 0%y @ 0°z 6?_w ou 0°x

) 1
E“lmml_ﬁ[as ot " osot T os ot Tasaor
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+87° 0s

ou iy

00y
or ot

o0y
Os Ot

T o

s ot

8_w 0°z
or 0s

ow 0°z

ow 0°z

|
|

(E.5)

(E.6)

(E.7)

(E.8)



APENDICE E. TENSOR DE DEFORMACIONES INFINITESIMALES

E.4.

Componentes cartesianas

Las expresiones para las deformaciones cartesianas lineales en los desplazamientos

SOon:

E.5.

€ — g—z (E.10)
€y g_z (B.11)
6. — 5;—”‘: (E.12)
Tov =5+ 5 (£.13)
Yoz = % + Z—Z (E.14)
Vor = 2—1: + % (E.15)

. M X M X
Componentes Mixtas ;" |jineat ¥ €5t |lineal

En el MITC4 se reemplazan las deformaciones €, y €, por éMX y eMX  donde:

1 1
eMX — 5(1+s)g;‘t+§(1—s)€g (E.16)

1 1
eMX — 5(1 +7r)Eb + 5(1 —r)él (E.17)

Los detalles de esta seccién pueden ser hallados en [19]. Los puntos de evaluacién

P(r,s,t) son:

A(0,1,0).

B(~1,0,0).

C(0,-1,0).

D(1,0,0).

En adelante, tendremos en cuenta que €4 = €.¢|jineal V €st = €st|1inear, haciendo referen-

cia a las Ecuaciones E.8 y E.9. Realizando las evaluaciones correspondientes obtenemos
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APENDICE E. TENSOR DE DEFORMACIONES INFINITESIMALES

los coeficientes de la matriz de deformaciones-desplazamientos que corresponden a las

deformaciones de corte transversales. Primero, los términos de B para é**X.

Nodo 1:
1
BMX(1) = 3—2(3 +1) (a1V,, + a2V}2,) (E.18)
1
B (2) = 55 (s + 1) (aV,y, + a2V7) (E.19)
1
BMX(3) = 3—2(5 +1) (a1V,,, + axV}2) (E.20)
1
Byt (4) = —gzan(s +1) (Vau (2! = 2%) + Vo (y' = 9) + Vo (2" = 2%)) (E.21)
1
By (5) = 3—2a1(s +1) (Vip(a' = 2®) + Vi (y' — v?) + ViL(z' = 27)) (E.22)
Nodo 2:
B;{*(6) = —B}*(1) (E.23)
Bi{¥(7) = =B}{*(2) (E.24)
Bi{¥(8) = =B} (3) (E.25)
1
B (9) = —g5aa(s +1) (Vi(! =) + V5, (v —¢*) + Vi (' = 2°) (E.26)
1
By (10) = @az(s +1) (Viz(a' = 2®) + Vi (y' — ) + V(2! = 27)) (E.27)
Nodo 3:
1
BMX(11) = 3—2(3 —1) (a3V,2, + adV}yy,) (E.28)
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APENDICE E. TENSOR DE DEFORMACIONES INFINITESIMALES

1
BYMX(12) = 3—2(5 —1) (agvfy + a4vfy)

1
BYX(13) = 3—2(5 —1) (a3V,2, + adV),)

1 Y,
By 7 (14) = —g5as(s = 1) (Vi (o — o) + Vi (v° — ') + VL (2" = 2Y)

1
BYX(15) = —ay(s — 1) (Vi(a® — ) + Vi3 (5* — ) + VE(=* — 2Y))

32

Nodo 4:

B (16) = =By (11)

By (17) = =By (12)

By (18) = =By (13)

1
By (19) = —g5aa(s = 1) (Vo (o — ) + Vo, (v° — ') + Vi (2" = 21)

1
BYX(20) = sails — 1) (Vi (* — ) + Viy(y* — ") + VL - 21)

32
Para los términos de B para eX/*.

Nodo 1:

1
3—2(r +1) (a1V,, + asV,,y)

Byt (1) =
1
B;/\]?[X(2) = 3—2(7’ + 1) (alvnly + (I4V,;ly)

1
BMX(3) = 3—2(r +1) (a1V,, + asV,.,)
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APENDICE E. TENSOR DE DEFORMACIONES INFINITESIMALES

1
Bi*(4) = —@al(r +1) (Viu(z' —a*) + Vi, (' — y*) + Vau (2! = 2Y)) (E.41)
1
BYX(5) = @al(r +1) (Vip(z' =2 + Vi, (y' —y*) + ViL(z' = 2%) (E.42)
Nodo 2:
1
BYX(6) = —3—2(r —1) (a2V,, + a3V}y,) (E.43)
1
BMX(7) = —3—2(7’ —1) (aQV,fy + agv,fy) (E.44)
1
BMX(8) = —3—2(7“ —1) (a2V,2 + a5V} (E.45)
1
BYX(9) = @az(r —1) (Voo (a® = 2°) + Vo, (v° — v°) + Vi (2* = 27)) (E.46)
1
BYYX(10) = —sas(r = 1) (VAo = 2*) + V(v o)) + VA = 2%)  (B47)
Nodo 3:
BMX(11) = —BYX(6) (E.48)
BMX(12) = —BMX(7) (E.49)
BMX(13) = —BMX(3) (E.50)
1
Bi¥(14) = 3—2a3(r —1) (Voo (a® = 2°) + V5, (y* — o°) + Vo (2* = 2°)) (E.51)
1
BYX(15) = —ﬁa:a(?“ —1) (V2@ =)+ Vi (° — ) + Vil (2* = 27)) (E.52)
Nodo 4:
BMX(16) = —BMX(1) (E.53)
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BMX(17) = —BYX(2) (E.54)

BMX(18) = —BMX(3) (E.55)
1

Bi*(19) = —ﬁam +1) (Vo (a' = a*) + Vi, (' — y*) + Vi (2! = 2%) (E.56)
1

BYX(20) = 3—2604(7“ +1) (Vig(z' =2 + Vi, (' —y*) + ViL(z' = 2Y) (E.57)
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Apéndice F
Integracion de matrices de rigidez

Integracién en sistema convectivo

Las deformaciones son derivadas con respecto a las coordenadas convectivas y la re-

lacidén constitutiva es transformada también a dicho sistema.
(F.1)

- /V 'CBav
(F.2)

CM = (g )9 ea)(g" - €G- E)C

(>
[les}
lles

Las bases del sistema local (ortogonoal) en cada punto de gauss seran definidas como:

~ g3

€q = F.3

*= Tl (¥-3)

. go X €3

= - F.4

1= g % Gl (F-4)
(F.5)

éz = ég X él
La relacién entre deformaciones y desplazamientos proviene de:

Fij — C«'L]klékl

10,
Il
&3
I
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APENDICE F. INTEGRACION DE MATRICES DE RIGIDEZ

Las dimensiones de las matrices son: C: (5 x 5), & (5 x 1), B: (5 x 20), U: (20 x 1)
(ver [21]).

F.2. Integracion en sistema cartesiano local

Las deformaciones estan definidas en el sistema cartesiano local y la relacién consitu-
tiva usada no requiere transformarse. La matriz de rigidez elemental para la integracion

en este sistema local esta definida como:

K¢ = / BYCB dv (F.7)

Para este caso, la matriz constitutiva no requiere transformarse. En el caso isétropo

tenemos:

1v0 0 0 0
v 10 0 0 0
. g (000 0o o0 0
(j:ﬁ (F.8)
oo o B2 o 0

000 0 0o kU

A continuacién se halla la matriz :B La teorfa se presenta en [47], pag. 619 y [70],
pag. 271. El simbolo " indica el sistema cartesiano local, mientra que aquellas variables

sin simbolo indican el sistema cartesiano global.

100y
I
[Fe)
100
(O
I
iy
3
®
G
L

donde,
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APENDICE F. INTEGRACION DE MATRICES DE RIGIDEZ

R o = 1= e
(m®)2  (m¥)*  (m?*)? mcmY mYm? n¥n?

Q= |21*m® 2vm¥ 20*m* (I"m¥+1'm®)  (Pm®+1"m?)  (IYm? + PmY)

20°n®  2l%nY  21*n* (I"nY + Yn”) (I*n* + I*n”) (lYn* + IPnY)

2m=

n® 2m¥n?Y 2m*n® (m*nY+m¥n*) (m*n® 4+ mn®) (m¥n* +m*nY)
(F.10)

La determinacién de la matriz () estd desarrollada ampliamente en [47], pdg. 620.

Luego, operando con F.9 obtenemos,

(F.11)

100y
Il
O
lloy
S
|
o>
S
1
llovp
Il
O
lloy

e[3x20=Q[5x6]-B[6x20]-U°[20x1]=B[5x20]-U°[20x1]  (F.12)

B estd definida en términos de las derivadas de los desplazamientos con respecto a las

coordenadas cartesianas locales Z, y y 2. Se debe tener en cuenta que,

T T
T= |:7—£‘7 Ty, Tegy Tzz, 7—1)2:| =Ce T= |:7—xa Tys Teyy Txz, Tyz:| =Ce <F13)

ou Ov Ow du Ov Ou Ow Jdv Ow

T
T
= ez y €z oy Nxz 2 =\l ==y 57y = T, s F.14
£ = e €0y 2oy Yenr o) [8x Dy’ 92 dy | 0x 0z ox aﬁaA (F.14)

ou 9o ow ou 9v da  Ow v o)
A A A ~ + A N + A9 A~ + N (F]‘5)
oxr ' dy 0z 0y 0x 0z 0x 0z Oy

A T
€ = [es, Egy Vags Va2 7@5] = {

La matriz B en el sistema cartesiano global posee todas las componentes de deforma-

cién, al contrario de B, la cual posee sélo 5 componentes de deformacion. Para obtener

las derivadas con respecto al sistema cartesiano global:
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8_u
ox
@
dy
@
L0z

@
ox
@
Jy
@
0z

a_w
ox
8_w
dy
ow

9z

@
or
@
0s
@
| Ot

@
or
@
0s
@
ot

8_w
or
8_w
0s
ow

ot

or
ox
or
dy
or
L0z

%
Ox
%
dy
%
0z

ﬁ _
ox
@
y
@
0z

8_u
or
@
0s
@
L Ot

@
or
@
0s
@
ot

8_w
or
G_w
0s
ow

ot

(F.16)

Una manera alternativa de proceder es hallar las derivadas de los desplazamientos

locales con respecto a las coordenadas locales en lugar de usar () para transformar direc-

tamente las deformaciones. Esto se realiza mediante la expresién (ver. Ref. [70]):

Con

ox' 0x'
dy’ oy
0z 07

ow’
ox’
ow’
oy’
ow'
0z

hL

ni

my

I

no

ma

o
ox
@
dy
0_u

L0z

I3
ms3

ng

@
ox
@
dy
@
0z

8_w
ox
O_w
dy
ow

9z

(F.17)

(F.18)

Los términos de la matriz anterior son los cosenos de los angulos entre los siguientes

ejes:

X y V4
X ll myi | N
l2 mo | N9
l3 | m3 | n3

Tabla F.1: Cosenos directores de los ejes.
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Apéndice G
Relaciones constitutivas

BC'ijrs son las componentes del tensor de elasticidad. Considerando condiciones de

tension tridimensionales tenemos:

0Cijrs = A0ij0ps +  (0in s + 0is0jr) (G.1)

Ay pson las constantes de Lamé, y 6;; es la delta de Kronecker, donde d;; = 0 para

t# 7y 0;; =1parai=j.

FEv
A= T =) (G.2)
E

Las componentes del tensor elastico dadas en G.1 son idénticas a los valores dados en

la siguiente ecuacion:

O =
i 1 o= 0 0 0
E(l—v = 15 1 0 0 0
Csp = T 5)(1 _>2y) vl . (G.4)
0 0 0 525 0 0
00 0 0 555 O
0O 0 0 0 0 1=2v

Para un material isétropo podemos obtener la siguiente relacion constitutiva a partir
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APENDICE G. RELACIONES CONSTITUTIVAS

de la relacién 3D, la suposicién de tension plana e incluyendo los términos para corte

fuera del plano [9]:

7'33:7'13:7'23:0 6132623:0 (G5)
1 v o0 o0 0 0
v 1.0 0 0 0
. g [000 o0 0 0
=100 00 &2 0
000 0o k52 0
000 0 0 kY
donde [35],
Cllll 01122 01133 01112 01123 01113
02211 02222 02233 02212 02223 02213
03311 03322 03333 03312 03323 03313
¢ = (G.7)

01211 01222 01233 01212 01223 611213

02311 02322 02333 02312 02323 02313

01311 01322 01333 01312 01323 01313

En problemas de elasticidad y plasticidad asociada el tensor C' tiene las siguientes
simetrias [21] (la dltima de la derecha es solo para materiales hiperelasticos. También la

llaman simetria extendida):

Cijrl = Cjirt = Cijie = Clar = Chuij (G.8)

Las simetrias menores resultan de la simetria de los tensores de tensiones y deforma-

clones:

Tij = T luego  Cijr = Cjin (G.9)
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APENDICE G. RELACIONES CONSTITUTIVAS

€ = € luego  Cijp = Cij (G.10)

Asumiendo la equivalencia de las derivadas parciales mixtas:

Cz‘jkl = Cklij (G.ll)
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Apéndice H

Detalles de la Implementacion

El seudocddigo del programa escrito es el siguiente:

10.

11.

12.

. Ingreso de datos de entrada: propiedades del material, matriz de coordenadas noda-

les, matriz de conectividad de los elementos, condiciones de borde, cargas, direccién

de vectores nodales normales, etc.

. Calculo de espesores nodales y distancia de las capas a partir de la referencia.

Evaluacién de matriz constitutiva de cada capa Cgy,p, en sistema ortonormal de

bases (a, b, c).

Rotacion 3 en el plano de ejes ortétropos a cartesianos locales C‘cam =qQ’ écapaQ.

. Calculo de SCF a partir de C_’mpas.

Aplico SCF a matriz en sistema ortétropo C’Cdpa — écapascp.

Roto de nuevo a sistema local en el plano C’capascp =Q écapasc rQ.
Inicia ciclo elemental.

Se leen coordenadas nodales.

Se calculan vectores nodales V¥, VF v ViF para k = 1,2, 3, 4.

Si V¥ apunta en dir. Y entonces V}* = e, x V.

Se halla matriz de rotacién de sistemas nodales a sistema cartesiano global T ,.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Se definen puntos de orientacin del material R3 y Rj.

Inicia ciclo de capas.

Se lee angulo Beapa-

Inician ciclos de integracién para puntos de Gauss en r y s.

Se evalian funciones de forma y sus derivadas hy, Ohy/Or v Ohy/0s.

Se calcula espesor total del elemento y espesor de la capa para cada punto (7, s),

afrs 'y [ fRS-

Inicia ciclo de integracién en t.

Se calcula coordenada natural ¢ para elemento de varias capas.

Se calculan derivadas globales en el PG 0z /0r, 0z/0s,..., 0z/0t.

Se calcula en el PG J, J~ !y det J.

Se calculan en el PG bases g,, gs, g, 9", 9%, ¢', €z, €, ¥ €..

Se calcula en el PG las bases del sistema ortotropo a, b, ¢ a partir de R3, Ry y .

Se calcula matriz de rotacion rot6 de sistema asy, b3y y ¢34 a sistema cartesiano

global.
Se rota matriz constitutiva de sistema local a global Cy;o, = r0t6’ écaparotG

DI _.DI _.DI _.DI _DI

Se calculan deformaciones mediante interpolacion directa e, , €5, €/, €51 5 Erp.

partir de du/dr, Ov/dr,..., Ow/0t.
Se calculan deformaciones mediante interpolacién mixta 3% y e24%.
Se llena la matriz By, .

Se transforman deformaciones (matriz B) de sistema convectivo a cartesiano global

Byiob = Qe2gBeony (B queda de [6x24]).
Se calcula Kelem = Z Bg;oboglonglob det(J)(lrs/ars)wrwswt~
Cierran ciclos para t, s y r.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Se suman masas de cada capa y masas del elemento.
Cierra ciclo para capas.

Se transforman bases nodales y se alinean con los ejes cartesianos globales K; =

T KeiemTrot-
Se ensambla la matriz K., a la matriz del sistema K.

Se calcula la matriz de masa diagonal del elemento.

Se ensambla la matriz de masa diagonal a la matriz de masa del sistema.

Termina ciclo sobre el elemento.

Se ensamblan vectores elementales de carga superficial con vector de cargas nodales.
Se aplican condiciones de borde a las matrices de rigidez y masa del sistema.

Se resuelve el sistema KU = R.

Se calculan deformaciones, tensiones y tensiones de Von Mises para un elemento

seleccionado previamente.
Se calculan modos y frecuencias naturales del sistema.

Se imprimen geometrias, tensiones, deformaciones o modos de resonancia.
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Apéndice 1
Instrucciones de ejecucion

Para correr los casos de prueba se debe abrir el archivo MainV3.m de Matlab. Con el
directorio apuntando a la carpeta FEM es posible ejecutar el programa para el caso por
defecto que esté activado. Los casos de prueba se encuentran listados al inicio del archivo.
Para activarlos s6lo se debe comentar (el texto se torna verde) la linea de cédigo del caso
de prueba activo y quitar el comentario a la linea de c6digo del caso de interés (cambia

de verde a negro). Se puede activar cualquiera de los casos de prueba.

Todos los casos son estaticos a excepcion de los que se encuentran bajo el titulo FRE-
CUENCIAS en la linea 79 de MainV3.m. Una vez corrido el caso de interés se pueden
mirar los resultados en el Workspace. Los desplazamientos se pueden observar en DESP-
NODALES. Si se ejecuta un caso de FRECUENCIAS, el valor de las frecuencias naturales

se puede observar en el Workspace bajo eigkreq.

Para ejecutar casos con o sin Shear Correction se debe ingresar al archivo del caso de

prueba (clic derecho, abrir) y escribir ST o NO en mat(14,1).
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