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1. INTRODUCCION

Los problemas de equilibrio en dos o tres dimensiones son evaluados a partir de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales elipticas. El ejemplo mds sencillo es el de la ecuacién de
Laplace, mediante la cual se puede simular la distribucion de temperaturas en un
intercambiador de calor.

Para lograr este objetivo se discretizara el dominio bidimensional del intercambiador de calor
en elementos triangulares y cuadrangulares mediante el software libre GMSH vy se desarrollara
un codigo computacional en Matlab, empleando la formulacién del método de los volimenes
finitos para resolver el problema de transferencia de calor.

Se analizara posteriormente la influencia de las diferentes formulaciones sobre las soluciones y
también de factores como la estructura de la malla, el tamafio, los valores de conductividad al
interior del dominio entre otros. Por ultimo, como valor agregado, se analizaran algunos datos
gue comprueban la consistencia del método de los Volimenes Finitos y la variacién de los
tiempos de célculo con el tamafio de la malla.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

C; y C5 son dos conductores térmicos dentro de un recinto C,. El primero de ellos se mantiene
a una temperatura constante de T; = 100 °C vy el otro tiene una conductividad térmica k, que
resulta 5 veces mayor que kj. Se asume que la temperatura en la frontera de Cy es Ty =
20°cC.

N W s B oo

S & b b A & o o~
—— —

%5 4 323 0123 45 8
Figura 1. Dominio del problema.
Con el objetivo de conocer T (x,y) en el recinto (), se debe resolver:

V.(k.VT)=0 enQ

Donde Q es el interior de Cy menos C; y I es el borde de () (los contornos de Cy y Cy).
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3. FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA

Para obtener la formulacion requerida partiremos de la formulacidn diferencial, pasando por la
formulacion de residuos ponderados para llegar finalmente a la formulacién débil o
generalizada.

3.1 Formulacion diferencial

La siguiente es la forma diferencial, en coordenadas cartesianas, de la ecuacion de difusién del
calor (conduccién):

6<k 6T)+6(k 6T)+6<k 6T>+ . B aT
ox xax ay yay 0z Z 9z f( :X;Y) = pCp 9t

Teniendo en cuenta que nuestro problema no posee variacion con el tiempo y es
bidimensional, la ecuacion resulta:

a(k 6T)+6<k 6T)+ _0
ox\ *ox) ody\ Y ay f=

En el dominio cerrado de nuestro problema la conductividad térmica es independiente de x e
y, por lo tanto, k, = k,, = k, y tenemos:

a(kar)+a(kaT>+ _ 0 Q
dx\ 0dx/ dy\ O0dy f= en
Ecuacion 1

Donde (1 es el area interior del intercambiador de calor y dominio de solucién de la Ecuacién 1.
Completaremos la formulacidon introduciendo las ecuaciones para las condiciones de borde.

3.1.1 Condicién de borde de Dirichlet

Corresponde a las temperaturas de los nodos que seran valores constantes a lo largo de todos
los calculos.

T(x,y)=T sobrel;
Donde I'; es la suma de todas las fronteras con condicion de borde de Dirichlet.

3.1.2 Condicion de borde de Neumann

Corresponde a un flujo de calor especificado sobre

aT
k% =gq sobrel,

Donde I'; es la suma de todas las fronteras con condicidon de borde de Neumann. Teniendo en
cuenta que,
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oT 9T T

%— anx +@le

3.2 Formulacion ponderada

Como paso intermedio hasta la formulacion débil, utilizaremos los conceptos de la teoria de
residuos ponderados para llegar a la forma generalizada de nuestra ecuacion diferencial para
el transporte de calor por difusion.

Partiremos de la Ecuacién 1 y de las ecuaciones para las condiciones de borde de Dirichlet y
Neumann, asi:

i(kaT(x,y))_l_ 0 (k T (x,y)

0x ox @ dy )+f:0 en &)

T(x,y)—T =0 sobrel}

aT (x,
L Tey)

I qgq=0 sobrel,

Ahora, aplicando la teoria de los residuos ponderados, tendremos que T(x,y) serd una
funcién que cumplird con las ecuaciones en forma aproximada. De esta manera, las igualdades
a cero deben ser reemplazadas por un residuo, asi:

d ( 0T(x,y)\ 6 0 ( OT(x, y)) _
Ox(k Ox )+6y(k dy Tf=Renl
T(x,y)—T =R, sobrel;

aT(x,
L Tey)

I q =R; sobrel,

Luego, los residuos R4, R, y R3 son igualados a cero, multiplicados por una funcién de peso e
integrados en cada dominio, de donde obtenemos la formulacién ponderada, asi:

3.2.1 Para la ecuacidn diferencial con residuo R,

fw.RldQ =0
Q

lw(;—x(k‘;—z%;—y(k‘;—;)u)m: 0

f a(kaT)dn+f a(kaT)dst dQ =0
Qwax dx Qway dy wa -
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fkaszQ+ fwfdﬂ= 0
Q Q

Ecuacién 2
3.2.2 Para la condicién de Dirichlet con residuo R,

fw. R,dl' =0
r

fw.(T—T)dF=O
Iy

3.2.3 Para la condicion de Neumann con residulo R;

fw.R3dF:0

r
f (kaT )dF—O
w. an q =

I

Para continuar a partir de este punto debemos integrar el primer término de la Ecuaciéon 2 por
partes y aplicar el Teorema de Green. Para ilustrar el procedimiento desarrollaremos la
integracion por partes para la siguiente expresion:

oy
fﬂ 0] ™ dxdy

Ecuacion 3

Integrando primero con respecto a x, y usando la relacién para integracién por partes en una
dimensién, tenemos:

XR

XR
f udv = (UV)x=xp, — UV =y, — f vdu

XL XL

Ahora, usando los simbolos de la Ecuacion 3 tenemos:
o yr 09
| @5 drdy = [ [@)rer, — GeosJdy = | Sowidrdy
Q x VB Q0x

Para un segmento de frontera dI" en la parte derecha dy = n,drl’, y para un segmento en la
parte izquierda dy = —n,dI'. Luego de integrar en los contornos a la derecha e izquierda
tenemos que el primer término del miembro derecho puede entonces ser expresado como:

jgrqblpnxdl“

Y la expresion general en x resultante es:
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fﬂ¢g—fdxdy = ffrwnxdr - Lg—fzpdn

Ecuacion 4

Si la diferenciacion resulta en la direccién y tendriamos:
fqball]d d qubi,b dar fa¢¢dﬂ
o 0y r Y a0y

Ecuaciéon 5

La secuencia de integracién por partes y aplicacion del Teorema de Green pueden ser
consultados en la referencia [1].

3.2.4 Integracion por partes y aplicacion del Teorema de Green

Podemos aplicar la Ecuacién 4 y la Ecuacién 5 a los dos términos de la Ecuacién 2, asi:

p=w
aT . L
Y=k I para diferenciacién en x
aT . o
Y=k @ para diferenciacién eny

f W ed —f a(kaT>d d —35 (kaT) dr f(aw)(kaT)dn
quaxxy_ Qwax ax) Y FW ax) ™ o \0x x

R T M A I T
—dxdy=| w.—|k—)dxdy =0 wlk—|n - — —
o Ox Y q Oy\ 0y Y r ay/ o \0y ay

Reemplazando, agrupando y factorizando, obtengo, de la Ecuacién 2:
ow oT aw aT oT aT
2 — - _ - i _ -
lwkv TdO = Un(ax) (k ax)dﬂ +L<6y) (k ay) dﬂ] + [jﬂrw(k ax)nxdF + jﬂrw(k ay)nde

oT
f wkV2TdQ = — f VwVTdQ + f w (k —) dr
Q I+, on

oT T T
ff w<k—)dr=j£ w(k—)dr+j£ w(k—)dl“
T, 4T, on r, on r, on

Dado que sobre I} solo tenemos condicién de borde de Dirichlet, el primer término es igual a

oT oT
35 w<k—)dr=j£ w(k—)dr
44T, on r on

2

cero. Luego:
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oT

f wkV2TdQ = — f VwVTdQ + f w (k —) dr
qQ r on

Q 2

Ecuacion 6
Por la ley de Fourier para la transferencia de calor, sabemos que:

T

%——CI

Luego, de la Ecuacién 6 tenemos:

f wkV2TdQ = — f VwVTdQ +f wqdrl
Q r

Q 2

Ecuacion 7

3.3 Formulacion débil

Finalmente, la formulacién débil del problema térmico estacionario resulta, de la Ecuacién 2 y

la Ecuacion 7:

fkaZTdQ+ fwfdﬂ= 0
Q )

—fVWVTdQ+j£ qul“+fwfdﬂ =0
Q T, Q

Ecuacion 8. Formulacién débil del problema.

T(x,y)=T sobrel;
T(x,y) clase C;

Para el desarrollo del método de los volimenes finitos la funcidn de peso w = 1 para todo el
dominio Q, por lo tanto, de la Ecuacidn 8:

oT
jgk—dl“+j£
r on r

Para efectos de nuestro problema, tenemos que q = f = 0, por lo tanto, la ecuacién de
conduccién pura sin generacion de calor y en estado estacionario es:

qdr+ffdn=o
Q

2

kaTdF—O
- oon

Ecuaciéon 9
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4. DISCRETIZACION POR EL METODO DE VOLUMENES FINITOS

En esta seccion se incluiran los desarrollos matematicos del método de los Volumenes Finitos

aplicado a un problema de conduccion de calor bidimensional. La formulacién serd

desarrollada en la primera parte para elementos triangulares de tres nodos y en la segunda

parte, para elementos cuadrangulares de cuatro nodos. Asi, a partir de la Ecuacidn 9 tenemos:
aT

k¢ —dl'=0
ron

f(aT + I Jar =o
Faxn" ay )" T

or dF+j£aT dlr=0
raxnx rayny -

Ecuacion 10

La tabla siguiente ilustra aquellas formulas generales que aplican a los dos tipos de elementos
tratados en este trabajo.

Tabla 1. Formulacion general para volumenes finitos en dos dimensiones.

Formulacién Generalizada para 2D

oT _ oT or 0T 0s

ox orox ' 9sox ox dy

_|or or
oT _ 0T or T 0s J=1ax ay
dy o0rdy dsdy ds 0Os

J™ adj(J)

~ det())

1 0y 1 o0y
,_1_[W>£ ‘ma—rl o1 ayor_ 1 oy
- 1 0x 1 0x 0x det(J)ds or det(J) dr ds
| " Qet)as  det) or |

aT 1 6x6T+ 1 0xdT
[ar ds dy  det(J)ds ar = det(J) dr ds
-1 _lox ax]
J ~lor os|
lay ayJ
dy dy
ety " Ords 0dsor
dlr=d __B_xd —a—xd
TGl == T T s S
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4.1 Formulacion para elementos triangulares de tres nodos

A continuacion se desarrollard en forma general, la formulacion para el método de volumenes
finitos cuyo dominio ha sido discretizado como una malla de elementos triangulares. Las
funciones de forma estaran expresadas, por facilidad para su manejo, en términos de las
coordenadas naturales r y s, las cuales estaran definidas 0 < r <1y0<s < 1.

La Tabla 2 ilustra aquellas formulas que aplican solo para el desarrollo matematico de los
elementos triangulares.

Tabla 2. Resumen de la formulacién para elementos triangulares de tres nodos

Resumen de la formulacion para Elementos Triangulares

6T_6h1 +6h2T +6h3T
X = hyxq + hyxy + h3x3 ar or Y ar % or 3
y = hyy; + hyy, + hys oT  oh oh ah
T: h1T1+h2T2 +h3T3 ___1 _2 _3
ds  0s 1+65T2+65T3
Funciones de forma
hh=1—-r-—s h,=r h; =s
dhy dh, dhs
I ar ar O
dh, dh, Ohs
o5 1 a5 0 o5
]_1 — 1 ly13 _lylz]
det (J) l=leiz L2
dy = nydll = ly1,dr + 1)13ds
[ bis bz ]
= | det() ~ det(D)| dx = nydl' = —lypdr — lLyy3ds
|_ L Ly |
|"Qet )  det() |

Continuamos con la formulacidn procediendo a partir de la Ecuacién 10:

T  ly,3 (Ohy. 0Ohy,. Ohsy lyso (Ohy . Ohy. Ohs .
(Wl*?ﬁﬁﬁ (E“’E”E 3)

dax  det()) ~det ()
3y det(])<ar Lt gt 5 ) Y qeey\Gs 1t as 12755 13

Dado que poseo las derivadas de las funciones de forma, de la Tabla 1, reemplazo:
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ar
ax
aT _
dy  det())

aT 1

anxdF det U)

Facultad de Ingenieria - UBA

(-Ty+T,) + (-1 + Ts)

d(])

N A l N A
(-7, +T,) + ﬁ(—n + 1)

+ (Ly1slyr2dr + Ly3°ds) Ty + (Lo dr + Lyiplyr3ds)Ts]

aT
dr

ay " T det ()

[{le12leasdr + Liiolasds + Lo dr + Lys2ds)Ty

- (lx1zlx13d7” + lx132d5)Tz - (lx122d7’ + lx121x13d5)T3]

Finalmente, teniendo en cuenta el contenido de la Tabla 1 obtengo:

oT
r 0x

1
r =
—n,d +j£a n,d det )

{—“azj + [%”ﬂ +la,IT, + [a3]'7"3} =0

Ecuacion 11

laz] = a3 + a3

[asz] = a;Wr + aq3'Ps

_ 2 2
a1z = ly12" — lylZ

_ 2 2
a3 = ly13" — ly13

@123 = ly12le13 — lylzly13

T2
Y. = f dr, r para el punton = 1 hasta 3.
r1

s2
W :f ds,
s1

spara el punton = 1 hasta 3.

No se profundiza mas en la formulacién para elementos triangulares dado que ésta fue
estudiada anteriormente en el curso de Analisis Numérico Avanzado. A continuacion, se
expone el desarrollo de la formulacidén para elementos cuadrangulares.

4.2 Formulacion para elementos cuadrangulares de cuatro nodos

A diferencia de la formulacidon para elementos triangulares, la formulacidon para elementos
cuadrangulares debe incluir un nodo adicional. Las coordenadas cartesianas x e y, al igual que

Fredy Mercado
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la temperatura T deberdn ser expresadas, a lo largo y ancho de cada elemento, en funcidn de
los valores nodales de cada nodo. Siendo asi, es necesario tener en cuenta un grupo diferente
de funciones de forma.

Tabla 3. Resumen de la formulacién para elementos cuadrangulares de cuatro nodos

Resumen de la formulacion para Elementos Cuadrangulares
6T_6h1T +6h2T +6h3T +6h4T
X = h1x1 + thz + h3X3 + h4X4 or N or L or 2 or 3 or 4
Y =hyys + hayo + hgyz + hyy, JU— oh oh oh
T = h1T1 + hsz + h3T3 + h4T4_ o _1 _2 _3 _4'
ds 0Os 1+BST2+BST3+BST4
ax 9 ih ox 9 ih
or  Or i%i ds 05z i
i=1 =1
Ox dhy 4 dh, 4 dh, 4 dhy ox 0dhy 4 dh, 4 dhs 4 dh,
ar  or AT oy 2T 3T g e | 55T s 1T gs 2T s M3 T s M
dx dx
5 = —(1—=98)x;+ (1 —8)x; + sx3 — 5x4 Pl —(1=7r)x;—rx; +rx3+ (1 —1)xy
dx dx
azxz —x1 +S(x; — Xy + X3 —Xy) £:x4—x1 +7r(x —xy +x3 —x4)
0x 4 d0x —d+
3 = c+sa Frie ra
3y 0~ 4
Z_Z v dy 0
or Br;hlyl £=&2hi3’i
i=1
dy dhy  dh,  Ohy  dh, | 9y _0Ohy - Ohy - Ohy - Ohy
E—Wyl+ﬁyz+ﬁy3+ﬁy4 Js ds YI+aS YZ+aS Y3+as Va
dy 0y _
pol 1 =)y1+ (A=), +5y3 —5¥a | 55 = —A=ry;—ry, +rys + (1 =1y,
0 dy
a—izyz —y1+s1 =¥y + Y3 —Y4) 3 V&N +7(1 = Y2+ Y3 —Ya)
dy dy
Z = b
5y = ¢ + sb s f+r
Funciones de forma
hy=0-7r)(1-y3) h, =1 —s)r hs =rs hy=(1-71)s
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ahl _ ahz _ ah3 _ ah"l-
D I i~ G = i
oh, oh, ohy oh,

55 = ~1-n 25 =" 2o =" 55 ="

Para la formulacién de los elementos cuadrangulares continuamos también a partir de la

Ecuacion 10, asi:
f —dlr=20

%(OT +6T
. ax ™ oy

oT
r 0x

)dF=0

—n,dl + f 3y n,dl' =0

De la Tabla 1 tenemos:

oT _ OT or

ax orox '

T _aT or

dT 0s
ds 0x
0T 0s

ay

“aray " asoy

Ecuacion 12

dx Jdy
or or
dx 0dy
ds 0s

\l
I

J7t= adj(J)

det())

[ __1 9y
1| de t(]) 65 det()) or |
7 ~ | 1 0x 1 ox |
| " det)ds  det()or |

A continuacién definimos un cambio de variables para facilitar el tratamiento algebraico de las
expresiones:

a:xl—xZ+X3—X4
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b=y,—y,+Y3— s

C=Xx; —X;
d=y; =y
e =XxX4— X1
f=ya—mn
De la Tabla 3 tenemos:
ox ox
5=c+sa £=d+ra
3—Z=e+sb g—)s]:f+rb

[Br ds
1 lox E]
J “lor os|

5y 3y

or N SN
x_aee ) T e Tty T3
LA SO/ SR SR
oy~ det() TV Tder () T 55

6T_6h1 +6h2T +6h3T +6h4
or or Y or ?" or 3

6T_6h1T+6h2T +6h3T +6h4
ds ods ' 9s 2 3

ds ds
De la Tabla 1 tenemos:
dxdy Odyodx
det() =5 35 " aros

det(J) = (c+sa)(f +rb) — (d + sb)(e + ra)
det(J) = ¢f —de +r(cb — da) + s(af — be) + rs(ab — ab)
det(J) = ¢f —de + r(cb — da) + s(af — be)

De la Ecuacién 10 y Ecuacién 12 se obtiene:
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%(BT ar 4 aT BS) dF+f (BT Jr 0T 65) =0
\0r dx  ds dx T or ay s dy Mty

f(6T6r+6T65)d +f(6T6r+6T65)d _ 0
Jr dx 0s0dx Y drdy 0sady *=

BTfard +j£6rd +6T f p 0
or Faxy Fayx 1=

Factorizando:

Ohy ., Oh, ahA ahA
( 1T1 ZTZ — — [jg —dy + —dx]

ar ar or
ohy . ahz _ 6h3 ; 6h4 ;
(O_Tl ds Tz a % dy+§a—dx =0
Ecuacién 13

Se definen las variables v y w para facilitar el tratamiento algebraico, asi:

e[ f 2
ve[f e f

De la Tabla 1:
dy dy
nxdl" = dy a—rdT' + gds
dr = d 0% 9%,
n,dl' = dx = pm T s s

Operando y factorizando se obtiene:
<6r dy or Bx) jgd (Br ay or ax jgd
dxor Jdyor dx 0s By as. r s
dsdy 0sodx ds Oy ds Ox
= (—————)%dr+(— fds
oxdr odyor/); dxds dyos. r

Luego, de la Ecuacién 13

v =

(6h1T+6h2A+6h3T+6h4T) +(6h1T 6h2A+6h3A+6h4T) _0
ar 1t et gl vt g la T 5ot 5ot jw=

Ohy . Ohy 1. [Ohy dhs  Ohy 1. [Ohs  OMy
[ar"*EW]T ar W]Tz [a V5 ] +[a7” W]T4—°

a1T1 + a2T2 + a3T3 + a4T4 =0
Ecuacién 14
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Nuevamente, de la Tabla 3 obtengo:

Bx_ N 6x_d+
ar—c sa Frie ra
dy dy

E—e+sb s

f+rb

_Ordy Orox _ DY(d 4+ sh
—aa—aa—[(f+r )(d + sb) + (e + ra)(c + sa)]

1
det (J)

(ﬁ@_y - B_ra_x) =[(f +rb)* + (e + ra)?]

1
dxds 0dyos det (J)

_(656y ds 0x
“\oxor adyor

) = [-(d + sb)? — (c + sa)?] detl(])

0= dsdy 0sox\ I+ sh b
—(ag—@g)—[—( + sb)(f +rb) — (c + sa)(e + ra)]

1
det (J)

Luego, de la Ecuacién 14:

dhy dh,

4 or v ds w
dh, dh,

a; WU + EW
dhs d0hs

B vt v
_ dh, N oh,

Ga or v Js w

a1:—(A+Y)fdr—(G)+l'[)fds+Aj€sdr+®fsds+¥frdr+ﬂfrds

az:—A_(fsdr—G)jgsds+Y§dr—Yfrdr+Hfﬁds—ﬂ*rds

a3=Aj£sdr+®j£sds+¥j£rdr+l’[frds
a4:Afdr—Afsdr+@fds—@jésds—Yfrdr—Hff;rds

al= [((c2 +d¥) - (df + ce))f%— (bd + ac)f%— ((bf + ae) —2(bd + ac))fd:i

° t()
rsdr s4dr ds
— (@ +b% jg det () det ()

det ()
sds rds
+(bf+ae)fm—(2(bf+ae)—(bd+ac))fm+(a2 +b2)§m

+ (@ +b2)j€ + ((df + ce) — (e? +d2))5€

rsds

2
— (a® + b? f dtatd(j) + a3]
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sdr rdr rsdr
+(bf+ae)j£d U)+(bd+ac)j£d (])+(a2+b2)j£det(])

r2
+2(bf+ae)§dt(])+(2 2)§dtd(;) a3]

dr
det (J)
+ (2 + ez)jg

a2 = [(df + ce)f

det (J)

rdr sdr s2dr rsdr
a3 = |:—(C2 +d2)%m+(df+Ce)§m+ (bf+a€)§m—(bd+af)%m

sds rds r2ds
+(f2+ez)fdetu)—(df+ce)§m—(bd+ac)§det(])+(bf+ae)f

rsds

det ()

dr sdr s%dr ds
a4 = [—(CZ +d2)§det(]) —2(bd +a6)§m— (a® +b2)§m— (df+ce)fm
d d d
~ b+ a0) e (o 0 f e (@ 40 § o -

Por ultimo, realizamos un cambio de variables para facilitar el tratamiento algebraico y
optimizar el cddigo computacional a desarrollar, asi:

A=(df +ce) B=(bd+ac) C=(a*+b?) D=(c?*+d*) E=(bf+ae) F=(f?+e?)
Por ultimo, obtengo, la forma final de los coeficientes de la Ecuacidn 14, siendo:
CllTl + a2T2 + a3T3 + a4’f4 =0

Ecuacion 15

rdr sdr E B rsdr sds rds
[ jgdet(]) det() fdet(])_ det ) T FPaecy 4 det(])_Bﬂgdet(])
rsds
det (/)]
dr rdr sdr rsdr s%dr
al:[(D_A)%d t(])_B dergy E- 23)5601 o) PacpntC det(])+(A F)ﬁgdet(/)

rsds r2ds

5£d t()) - (QE- B)?gdt(j) +C det(])_C det ()

+ a3]

”_ Af dr i E sdr + B rdr i rsdr +F ds - rds c r2ds 3
S S T0) det () det () det () ?g det) 5£ det) 55 detgy &

dr sdr ds rds sds rsds
a4 =|-D 3

det(])_ZB det(j)_cjgdet(])_A det(])_B det(])_E det(])_C det())

La formulacién anterior serd aplicada luego a cada elemento en forma individual. Asi se
conformaran las matrices elementales que luego serdn ensambladas en una matriz global que
tendra en cuenta todos los nodos del dominio.
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Las integrales de la formulacidon triangular pudieron ser calculadas analiticamente, sin

embargo, aquellas de la formulacién cuadrangular debieron ser calculadas numéricamente. Se

utilizé el método de Newton-Cotes en una dimension, para el cual tenemos:

b n
fa F(r)dr = (b—a);Ci F;

Donde C}* son los coeficientes de Newton-Cotes, F; las evaluaciones de la funcién a integrar en

cada punto y n el numero de intervalos. Para las integraciones se eligié n = 4. Las constantes

son:

Tabla 4. Constantes de Newton-Cotes para integracion numérica con n = 4.

Constantes de Newton-Cotes

Intervalosn | CJ Cc Cch CY Cy
4 7/90 | 32/90 | 12/90 | 32/90 | 7/90
Las integrales a calcular tienen todas la forma:
T2F(r)dr

Con:

, det]

det(J) = ¢f —de + r(cb — da) + s(af — be)

La formulacion del método de integracion numeérica y los valores de la Tabla 4 fueron

consultados en la referencia [2].

Fredy Mercado
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6. DISCRETIZACION DEL DOMINIO CON GMSH

El dominio bidimensional del intercambiador de calor sera discretizado por medio del software
libre GMSH.

El primer paso para la generacidn de los mallados es la creacién de la geometria. A partir de la
geometria se genera la malla. Para todos los mallados se utilizé6 una longitud caracteristica
aplicada a los puntos igual a 1. Posteriormente, a través del comando Refine by Splitting, en el
entorno Mesh, refinamos la malla hasta el tamafio deseado.

Luego de refinar las mallas modificando la longitud caracteristica, se descubrié que el uso del
comando Refine by Splitting conserva los patrones de la malla original, ya que crea los nuevos
elementos dividiendo en dos cada lado del elemento, mientras que, generar la malla desde un
inicio con una longitud caracteristica de pequefia resulté en que las mallas no estructuradas
eran creadas con un nivel de aleatoriedad mayor que asignando una Lc=1 y refinando
automaticamente el nimero de veces deseado.

6.1 Malla triangular no estructurada

La Figura 2 ilustra la geometria utilizada para las mallas no estructuradas.

Figura 2. Geometria para mallas no estructuradas.

Se introdujo como pardmetro una longitud caracteristica nodal de 1. Antes de mallar,
seleccionamos Tools>Options>Subdivision algorithm>None. De esta manera, la malla a generar
sera triangular y no estructurada por defecto. Luego, teniendo la geometria lista, en el médulo
Mesh seleccionamos la opcidn 2D. El resultado es una malla triangular no estructurada de
elementos con Lc=1, ver Figura 16a. Mientras mds pequefios sean los elementos mejor serd la
aproximacién de la solucidn de la ecuacion diferencial. Por ello, refinamos dos veces, logrando
una malla satisfactoria con una Lc=0.25. El resultado del mallado se ilustra en la Figura 3.
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Figura 3. Malla triangular no estructurada.

6.2 Malla triangular estructurada

Para las mallas estructuradas, la cantidad de nodos sobre cada linea fue especificada en el
algoritmo del GMSH, de modo que todas las mallas iniciales son producto de un trabajo de
discretizacion artesanal. La malla original no fue refinada dado que el tamafio de los elementos
obtenido equivale a una Lc~0.25. La geometria utilizada para los mallados estructurados se
ilustra en la Figura 4.

A N

L e

Figura 4. Geometria para mallas estructuradas.

Para generar la malla estructurada buscamos generar una distribucidon de nodos mas fina cerca
de las zonas C; y C,. Ver Figura 1. Para lograr este propdsito se utilizd la siguiente linea de
cédigo:

Transfinite Line {17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 25} = 10 Using Progression 1.2;

Donde los nimeros entre corchetes indican el nimero de las lineas, el nimero 10 la cantidad
de nodos sobre las lineas y los numeros al final de los cédigos indican el valor de la progresion,
o la cantidad en que crece el espacio entre nodos a medida que crece la distancia desde el
punto inicial. El resultado final de la malla triangular estructurada se ilustra en la Figura 5.
Notese que la distancia entre nodos aumenta a medida que los nodos se alejan de las zonas C;
y C,, a excepcién de la zona ubicada en medio de ellas.
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Figura 5. Malla triangular estructurada.

6.3 Malla cuadrangular no estructurada

La longitud caracteristica seleccionada es Lc=1. Para lograr el mallado cuadrangular no
estructurado se modificd en GMSH la siguiente secuencia: Options>Mesh>General>Subdivision
algorithm>All Quads. De este modo los elementos seran elementos cuadrangulares. Utilizando

la misma geometria de la Figura 2 y ejecutando el comando 2D en el médulo Mesh obtenemos
la malla ilustrada en la Figura 6.

5

AP,

Y
st

SO

O]
e

5
’9

suen

7

Figura 6. Malla cuadrangular no estructurada.

6.4 Malla cuadrangular estructurada

El proceso para la generacién de la malla cuadrangular estructurada sigue el mismo algoritmo

que para la malla triangular estructurada. La diferencia radica en incluir en el cddigo de la
geometria la siguiente linea:

Recombine Surface {36, 38, 40, 42, 28, 30, 32, 44, 46, 34};

Esto ultimo produce la combinacion de 2 elementos triangulares en un solo elemento
cuadrangular. El resultado del mallado se observa en la Figura 7.
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AT

Figura 7. Malla cuadrangular estructurada.

Notese que la malla cuadrangular estructurada es la malla triangular estructurada sin las lineas
diagonales en cada elemento cuadrilateral.
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7. IMPLEMENTACION

La solucién numérica del problema fue desarrollada a través de la implementacién de un
cddigo computacional desarrollado en el programa Matlab. Ademas se utilizé la aplicacion
GMSH para el pre- y post-procesamiento.

7.1 Pre-procesamiento

El mismo se realizd utilizando la aplicacion GMSH (http://geuz.org/gmsh/). A través de su

interfaz gréfica se dibujo la geometria y se elaboraron las mallas para cada caso a analizar. Se
produce un archivo en formato ascii con extensidon .msh, el cual contiene la informacién de las
coordenadas de cada nodo e informacidn de la conectividad entre los elementos.

7.2 Procesamiento

Los datos suministrados por el archivo ascii son separados en tres matrices. Una matriz de
coordenadas nodales, seguida por una matriz de nodos con condiciones de borde definidas y
una matriz de conectividad.

Posterior a la lectura de los datos se procede a procesarlos de tal forma que podamos aplicar
la Ecuacidn 11 y Ecuacién 15 en la solucién numérica del problema. Para ello, se resolvié un
sistema de ecuaciones de NxN, donde N es el nUmero total de nodos de la malla. Tenemos
entonces un sistema de ecuaciones lineales de la forma,

KT =b

donde K [NxN] es la matriz global de coeficientes, T [Nx1] es el vector de incognitas
(temperaturas nodales) y b [Nx1] es un vector que contiene informacién de flujos de calor
calculados a partir de las temperaturas especificadas como condiciones de borde C; y C;. La
matriz global de coeficientes se obtiene aplicando la formulacidon a cada elemento. Luego,
dentro del ciclo elemental cada matriz se suma a la matriz global con la informacién otorgada
por la matriz de conectividad. Posterior a esto se introducen las condiciones de borde, donde
se modifican las matrices Ky b.

Dado que nuestro problema es lineal, Matlab utiliza uno de sus algoritmos de solucién para
hallar T = K\b (en lenguaje de Matlab).

7.3 Post-procesamiento

El cédigo de Matlab genera un archivo en formato ascii con las temperaturas de cada nodo. En
este punto se utiliza el médulo Post-processing de GMSH para graficar la distribucion de
temperaturas. Dicho médulo utiliza las temperaturas nodales para graficar la distribucion de
temperaturas sobre todo el dominio interpolando (linealmente en este caso) los valores
interiores de cada elemento a partir de sus valores nodales.
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8. RESULTADOS Y ANALISIS

En los primeros numerales se introduciran los resultados de la simulacidn numérica. Por
ultimo, en el numeral 8.4 se analizaran los resultados respectivos para cada caso.

8.1 Solucién con mallas estructuradas y no estructuradas

En esta seccion se ilustran los resultados de la simulacion numérica con los cuatro mallados
solicitados por el planteamiento del problema. Se especifican el tipo, nimero de elementos, y
nuimero de nodos totales. El valor de la conductividad térmica de C, permanecié constante
siendo 5 veces el valor de la conductividad térmica Cy.

La distribucion de temperaturas para cada tipo de mallado se ilustra en la Figura 8, Figura 9,
Figura 10y Figura 11.

8.2 Solucion con variacidn de la conductividad de la zona C,

La Figura 13 y Figura 15 ilustran la distribucion de temperaturas para cuatro valores de
conductividad de la zona C,. Los valores seleccionados son 10, 1 y 0.1 veces la conductividad
de Cy. Solo se incluyen resultados para las mallas estructuradas debido a que los resultados
para las mallas no estructuradas son muy similares.

8.3 Solucidn con variacion del tamaino de la malla

La Figura 16 muestra la comparacién entre los resultados de 4 mallados de elementos
triangulares de primer orden. Se inicid con una malla con longitud caracteristica aplicada en los
nodos igual a 1. Luego se refind mediante el comando Refine by Splitting, el cual divide en dos
cada lado para formar nuevos elementos. Asi, el lado de un elemento de la malla mas fina
mide aproximadamente 1/8 del lado de los elementos de la discretizacidn inicial.

Las figuras muestran a la izquierda la discretizacién y a la derecha la distribucién de
temperaturas. Se grafican tonos rojos para las temperaturas altas y azules para las bajas.

8.4 Analisis de Resultados

Al momento no se posee solucidén analitica del problema ni otra solucidon para comparar los
resultados obtenidos. Como alternativa emplearemos los siguientes criterios para justificar los
resultados:

a) Ninguna de las temperaturas nodales supera los 100°C ni desciende por debajo de
20°C.

b) Los graficos de temperatura muestran gradientes de temperatura légicos. Las
temperaturas descienden a medida que los nodos se alejan de la condicién de borde
mas caliente. Las pendientes nunca se hacen positivas, siempre son negativas.

c¢) Los resultados, al igual que la geometria del intercambiador, son simétricos.
Numéricamente existen diferencias, pero éstas disminuyen con el refinamiento de la
malla.
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8.4.1 Malla triangular — No estructurada

Elemento Malla Lc Tiempos de calculo Cond. C,
i Elementos 1952 ~0.25 Ciclo elem: 0.0737 s 5
Nodos 1056 ) K.T = b:0.0364 s
5 100
254
i 80
0
60
-25
; 40
-5 T [T
-5 -25 5

0
Temperatura [C]

20
Figura 8. Solucion con malla triangular no estructurada.

8.4.2 Malla triangular — Estructurada

Elemento Malla Tiempos de calculo Cond. C,
i Elementos 3480 Ciclo elem: 0.1101 s 5
Nodos 1848 K.T = b:0.1965 s
5 100
25
3l 30
1]
50
25
E 40
5 [T TT Tl TG SR for T R
-5 Dby a 2.5 5

Temperatura [*C]

20
Figura 9. Solucion con malla triangular estructurada
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8.4.3 Malla cuadrangular — No estructurada

Elemento Malla Tiempos de calculo Cond. C,
Elementos 1464 Ciclo elem: 0.6133 s 5
Nodos 1544 K. T = b:0.1270 s
5 100
76
] 30
a
60
-2 S—i
40
5] T |
-5 .25 25 5

0
Temperatura [*C]

20
Figura 10. Solucion con malla cuadrangular no estructurada.

8.4.4 Malla cuadrangular - Estructurada

Elemento Malla Tiempos de calculo Cond. C,
Elementos 1740 Ciclo elem: 0.7095 s 5
Nodos 1848 K.T = b:0.2178 s
5 100
257
g0

40

R e o e T Ty
0 25
Temperatura [*C] .

Figura 11. Solucion con malla cuadrangular estructurada.
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d) En la zona con conductividad C, las temperaturas descienden con una pendiente
menor. Esto obedece la fisica del problema visto desde el punto de vista de la ley de
Fourier, donde a mayor conductividad, menor debe ser la diferencia de temperaturas
para conservar el mismo flujo de calor. Esto se ilustrard mejor mds adelante.

e) La solucion del problema por la discretizacidon triangular y cuadrangular otorgan
resultados muy similares.

8.4.5 Malla triangular vs. Malla cuadrangular

La diferencia mdas grande entre las dos discretizaciones es el tiempo de calculo del ciclo
elemental. Comparando los tiempos se observa que el tiempo invertido en los ciclos
elementales de las mallas cuadrangulares es alrededor de 18 veces mayor que las triangulares.
Esto ultimo fue verificado realizando simulaciones independientes de una y otra formulacion,
dado que se hallé que incluir el algoritmo de una segunda formulacién en el programa
afectaba los tiempos de calculo. Los ciclos de cdlculo elementales son independientes, pero
ambos se hallan dentro del mismo ciclo for.

Lo anterior es solo un reflejo de la extensidon de las formulaciones. Alli es notable que la
cantidad de operaciones que involucra la formulacién cuadrangular es mucho mayor. En la
Tabla 5 se puede corroborar que la diferencia de soluciones entre discretizaciones es menor al
0.2% para una Lc~0.25. Tener en cuenta que la tabla solo analiza 4 nodos.

8.4.6 Malla estructurada vs. Malla no estructurada

Para comparar los resultados se tomardn cuatro nodos que son comunes para los cuatro
mallados. Estos nodos corresponden a los vértices de la superficie C,.

Figura 12. Nodos comunes a todas las discretizaciones.

En la Tabla 5 se observa una comparacién entre soluciones en puntos comunes con el objeto
de ilustrar que las diferencias entre mallas estructuradas y no estructuradas son pequeiias.
Entre mallas triangulares, la diferencia maxima es de 0.0689%, mientras que entre mallas
cuadrangulares, de 0.1821%.
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Tabla 5. Diferencia de soluciones entre mallas estructuradas y no estructuradas. Lc~0.25.

Temperatura °C
Triangular Cuadrangular
Estruct. No estruct. | Diferencia Estruct. No estruct. Diferencia
Nodo 9 | 42.496040 | 42.454249 0.0522% 42.434018 42.447258 -0.0165%
Nodo 10 | 47.087388 | 47.095751 | -0.0105% | 47.040886 47.058517 -0.0220%
Nodo 11 | 47.072786 | 47.094860 | -0.0276% | 47.040886 47.077946 -0.0463%
Nodo 12 | 42.396550 | 42.451701 | -0.0689% | 42.434018 42.288338 0.1821%

En relacion con la simetria de los resultados, tenemos que el mallado triangular no
estructurado parece poseer menos asimetria que el cuadrangular no estructurado. Las
soluciones para los nodos 9, 12 y 10, 11, deberian ser simétricas. Debido al algoritmo de
refinamiento cuadrangular, la malla no estructurada resulta con elementos muy deformados
(patrones de mallado circulares, ver Figura 10), cosa que no sucede con la malla triangular.

8.4.7 Comportamiento de la solucion con la variacion de C,

No se dispone de una solucién analitica o numérica diferente, por lo tanto compararemos los

resultados de las dos formulaciones entre si.
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Figura 13. Soluciones con malla triangular estructurada con variacién de la conductividad C,.
a) Cz = 10C0 b) Cz = Co. C) Cz = 0.1C0. d) Cz = 0

En la Figura 14 se observan las curvas de temperatura sobre la linea de simetria (linea roja)
para los diferentes valores de conductividad. De la coordenada X=10 hacia la derecha la curva
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de color negro se superpone sobre las demas, por ello no se aprecian, dado que las curvas azul
roja y verde, hacia la derecha de C;, tienen todas soluciones muy similares. Las curvas de esta
figura fueron generadas con resultados triangulares y estructurados. No se grafican curvas
para la malla cuadrangular dado que son muy similares a las de la Figura 14.

Temperatura [*C]
100 ! ! )

15

Figura 14. Perfiles de temperatura sobre linea de simetria.
—C2=IOCO —CZ=C0 —62=0.1CO —C2=O

La Figura 14 es producto del Post-Procesamiento de los datos a través del GMSH. En la Tabla 6
se observa la diferencia mdxima entre la solucién de la formulacidon triangular y la
cuadrangular (vectores de temperatura) para diferentes valores de C(,. Realizar esta
comparacion fue posible gracias a que la numeracién de los nodos coincide por completo.
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Figura 15. Soluciones con malla cuadrangular estructurada con variacién de la conductividad C,.
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Tabla 6. Porcentaje de diferencia entre formulaciones para diferente conductividad C,

Diferencia maxima absoluta °C | Diferencia maxima relativa
C2 (Ttriangular - Tcuadrangular) [(Ttri - Tcuad)/so] * 100
10C, 1.472253
5C, 1.472230
Co 1.471735 1.84%
0.1C, 1.469806
0 -1.468830 -1.84%

De la Tabla 6 podemos concluir que el error maximo entre las soluciones de las dos
formulaciones permanece aproximadamente constante para el mismo tamafio de malla
(Lc~0.25), no importa cudl sea el valor de la conductividad de la zona C,, a excepcién del caso
con conductividad cero. Dicho de otro modo, podriamos concluir que el error aparentemente
es independiente de la conductividad al interior del dominio.

8.4.8 Malla gruesa vs. Malla fina

Se selecciond el mallado triangular no estructurado para el andlisis. En la Figura 16 observamos
las diferentes distribuciones de temperatura a medida que la malla es refinada. Se observa que
a medida que el tamano de los elementos decrece la distribucidn del campo de temperaturas
nodales permite que las interpolaciones lineales entre los valores nodales de cada elemento
aproximen mejor la solucién de la ecuacién diferencial.

Aun faltando algunos andlisis, estos resultados graficos indican que el método aparentemente
es consistente en lo que respecta a la formulacién triangular.
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Tabla 7. Comportamiento de la solucidn con el cambio del tamafio de la malla.

Malla triangular — No estructurada
X 2.4203 1.1863 0.5897 0.2943 0.1470
Lc 2 1 0.5 0.25 0.125
Nodo 9 | 43.802775 | 42.886877 | 42.563585 | 42.454249 | 42.413515
Nodo 10 | 48.681529 | 47.617441 | 47.217009 | 47.095751 | 47.050322
Nodo 11 | 48.681529 | 47.582315 | 47.212365 | 47.094860 | 47.049960
Nodo 12 | 43.802775 | 42.853995 | 42.556644 | 42.451701 | 42.412173

Analizando los resultados numéricos de la Tabla 7, ilustrados en la Figura 17, nos muestran la
tendencia consistente del método de Volumenes Finitos a través del resultado de las curvas
Delta x vs. Delta T. Asi, cuando Delta x tiende a cero, Delta T también tiende a cero.

Consistencia del MVF

Delta T [°C]

Delta T [°C]

Delta x [adim]

Figura 17. Solucion vs. Tamafo de malla para malla triangular no estructurada.

En la Tabla 8 se presenta el cambio de algunas variables con el tamafio de la malla. Estos datos
corresponden a las simulaciones de la Figura 16. La variable Ax corresponde a la longitud
promedio de los lados de todos los elementos de la malla.
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Tabla 8. Variacidn de algunos parametros con el cambio del tamafio de la malla.

Longitud caracteristica Ax T.lempo calculo T|emp3 caleulo Elementos | Nodos
ciclo elemental K.T=b
1 1.1863 0.0235 4.06e-4 122 81
0.5 0.5897 0.0342 0.0022 488 284
0.25 0.2943 0.0737 0.0364 1952 1056
0.125 0.1470 0.2254 1.0150 7808 4064

Tamafio de malla vs Tiempo de calculo
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Figura 18. Tamafio de malla vs. Tiempo de calculo de ciclos elementales para malla triangular.

La Figura 18 contiene la curva de Lc vs. Tiempo de calculo de ciclos elementales para la malla
triangular refinada de la Figura 16. El mejor ajuste obtenido para los cuatro puntos resultd con
una regresion de la forma togqicuio = ae?*¢ + ce?*t¢, donde a = 0.9641,b = —13.3,c =
0.04619,d = —0.6764.

Es posible entonces concluir que el tiempo de calculo de todos los ciclos elementales de cada
simulacidn varia en forma exponencial con la reduccidn de la longitud caracteristica.
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9. CONCLUSIONES GENERALES Y OBSERVACIONES

Se desarrollé la formulacién del método de Volimenes Finitos para elementos cuadrangulares
en base a la formulacion para elementos triangulares vista en el curso de Analisis Numérico
Avanzado y se implementaron ambas formulaciones en un cédigo computacional.

Utilizando la herramienta de Pre-Procesamiento GMSH, se dibujaron dos geometrias para el
problema (una para malla estructurada y otra para no estructurada) y se generaron mallas de
diferentes longitudes caracteristicas y disposicion de elementos para estudiar el
comportamiento de variables como los tiempos de procesamiento, errores numéricos,
distribuciones de temperatura, etc.

Se estudid la influencia del cambio de la conductividad del dominio en las soluciones. Se
concluyd que el cambio de la conductividad térmica es independiente del error, y que éste
depende en gran medida del disefio de la malla, dentro de lo cual se halla el tamafio de los
elementos y la forma como se organizan dentro de la malla.

Se verificd que el método de los Volumenes Finitos es consistente, dado que el error tiende a
cero conforme se hace mas fina la malla.

El tiempo de calculo aumentado que conllevan los cdlculos con discretizaciones cuadrangulares
se debe a la formulacién tan extensa que posee el método y a la gran cantidad de integrales,
las cuales también deben ser calculadas numéricamente.
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ANEXOS

RESUMEN DE PARAMETROS DE MALLADO

Los siguientes parametros fueron utilizados en cada operacién de mallado a lo largo de todo el
trabajo. Todos pueden ser observados siguiendo Options -> Mesh, en la interfaz de usuario de

GMSH.

Parametros generales

Algoritmo de mallado 2D MeshAdapt
Algoritmo de recombinacion Standard
Algoritmo de subdivision Ninguno
Algoritmo de remallado Automatico

Parametrizacion de remallado | Armodnica

Smoothing steps 1
Longitud caracteristica 1
Orden del elemento 1

ALGORITMO DE CALCULO COMPUTACIONAL

El siguiente es el cédigo de Matlab desarrollado para aplicar las formulaciones de Volimenes
finitos a la solucion de la ecuacidn de Laplace. Dentro del ciclo elemental, para el calculo
numérico de las integrales para la formulacién cuadrangular, se elaboraron dos subprogramas
llamados integraciondr e integracidnds. Ambos programas producen
para las variables intdr, intrdr, intsdr, intrsdr, ints2dr, intds, intrds, intsds, intrsds e intr2ds.

Dichas integrales involucran al determinante del Operador Jacobiano. Luego:

Fredy Mercado

mtdr = f dr

M= P et (D
ntrdr = f rdr
mtrar = det (])

) sdr
intsdr = f

det (J)
ntrsd _f rsdr
intrsdr = det ()
tsod _% s2dr
ints2dr = det ()

intd —jﬁ ds

intds = det )
ntsd _f sds
intsds = et )
ntrd _f rds
intrds = det ()
ntrsd _frsds
intrsds = det )
intr2d —frzds
intr2ds = det )

resultados numeéricos
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Algoritmo de calculo

clear all
clc

$SELECCIONAR FORMULACION
Triangular [1]
Cuadrangular [2]
formulacion=2;

o°

o\°

$CARGA DE ARCHIVO DE DATOS
%$Contiene tres matrices
scoord 0

$nodos_bc

%conec

load matrices cuadest fina sinc2
$Asigno CB a archivo de nodos (coord)

bc0=20; S%Temperatura de bcO
bcl=100; S%Temperatura de bcl

nnodos=length (coord 0(:,1));
nelementos=length (conec(:,1));
ncolcoord O=length(coord 0(1,:));
nfilasnodos bc=length(nodos bc(:,1));

coord=zeros (nnodos, 6) ;
$Sumo la matriz coord 0 a coord

for j=l:ncolcoord 0
for i=1:nnodos
coord(i,j)=coord 0(i,J);
end
end

$Asigno CB a archivo de nodos (coord)

for i=l:nfilasnodos_bc

$Llena columna con temperaturas de bc0 - Exterior
if nodos bc (i, 4)==1 %Cambiar si GMSH enumerd diferente
for j=6:7
coord(nodos_bc(i,]),5)=1;
coord (nodos_bc (i, ]), 6)=bc0;
end
end
%$Llena columna con temperaturas de bcl - Derecha
if nodos bc (i, 4)==2 %Cambiar si GMSH enumerd diferente
for 3=6:7
coord (nodos_bc (i,3),5)=1;
coord (nodos_bc (i, ]),6)=bcl;
end
end

end

kglobal=zeros (nnodos, nnodos) ;
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tic; %Inicia contador de tiempo

%$INICIO DE LOS CICLOS ELEMENTALES

%Se aplicaréd la formulacidén a cada elemento

$Se formaran matrices elementales por elemento
$Se sumara la matriz elemental a la matriz global

for k=l:nelementos
if formulacion==1
kelem=zeros (3, 3);
$CICLO ELEMENTAL

1x 12=coord(conec (k,7),2)-coord(conec(k,6),2); $lx 12=x nodo2-
x nodol del elemento i

ly 12=coord(conec(k,7),3)-coord(conec(k,6),3); $ly 12=y nodo2-
y nodol del elemento i

1x 13=coord(conec (k,8),2)-coord(conec(k,6),2); $lx 13=x nodo3-
x nodol del elemento i

ly 13=coord(conec (k,8),3)-coord(conec(k,6),3); Sly 12=y nodo2-
y nodol del elemento i

delta=1x 12*1ly 13-1x 13*ly 12;
alfa 12=(1/delta)* (1x_1272+1ly 12"2);
alfa 13=(1/delta)*(1lx_13"2+1ly 1372);
alfa 123=(1/delta)*(1x_12*1x 13+4ly 12*1ly 13);
%Elementos TRIANGULARES
for G=1:3
$Para nodo G (1) m
if G==
psi _epsilon n=-1/2;
psi eta n=1/2;
$Para nodo G (2) m
elseif G==
psi_epsilon n=0;
psi eta n=-1/2;
$Para nodo G (3) m
elseif G==
psi epsilon n=1/2;
psi_eta n=0;

end

az=alfa 123*psi epsilon n+alfa 13*psi eta n;
a3=-alfa 12*psi epsilon n-alfa 123*psi eta n;

%$Aportes de cada nodo
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$Asignacidén

if conec(k
kelem(
kelem (G
kelem (G
end

%$Condicidén d

if conec(
kelem(
kelem (G
kelem (G
end

%$Se llend ma
end

%Llenado de matr

for 3=1:3
for i=1:3

kglobal (conec (k,i+5)
kelem(i,73);
end
end

, con

elseif formulacion==

Facultad de Ingenieria - UBA

de valores a matriz elemental

az+a3);

4)==3
s 1)==
,2)=a2;
,3)=a3;

e Neumann

)::
,1)==-5*(a2+a3);
,2)=5%a2;
,3)=5*a3;

triz elemental de 3x3

iz global con matriz elemental

ec(k,J+5))

kelem=zeros (4,4);

$CICLO ELEMENTAL

x1=coord (conec (
x2=coord (conec (
x3=coord (conec (
x4=coord (conec (

yl=coord (conec (
y2=coord (conec (
y3=coord (conec (
y4=coord (conec (

a=x1-x2+x3-x4;
b=yl-y2+y3-vy4;

c=x2-x1;
d=y2-yl;

e=x4-x1;
f=yid-vy1l;

c*e+d*f);

a*c+b*d) ;
ar2+b"2);
ch2+dn2) ;

’

Il
—_——~ —~

’

Fredy Mercado

=kglobal (conec (k,1+5), conec (

k,3+5))+
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E=(a*etb*f);

F=(e”"2+£"2);

%Elementos CUADRANGULARES
%$Aportes de cada nodo

for G=1:4

integraciondr
integracionds

a3=-A*intrds-B*intr2ds...
+F*intsds+E*intrsds...
-D*intrdr+A*intsdr...
-B*intrsdr+E*ints2dr;
al=(A-F)*intds+ (B-2*E) *intrds...
-C*intr2ds+E*intsds. ..
+C*intrsds+ (D-A) *intdr...
-B*intrdr+ (2*B-E) *intsdr...
-C*intrsdr+C*ints2dr+a3;
az2=F*intds+2*E*intrds...
+C*intr2ds+A*intdr...
+B*intrdr+E*intsdr...
+C*intrsdr-a3;
ad=-A*intds-B*intrds...
-E*intsds-C*intrsds...
-D*intdr-2*B*intsdr...
-C*ints2dr-a3;

%$Aportes de cada nodo
$Asignacién de valores a matriz elemental

if conec(k

4)==3
kelem(G,l)=
kelem (G, 2)=a2
kelem(G,3)=
kelem (G, 4)=a

14
end

%$Condicidén de Neumann

if conec/(

):
kelem(G,l)=
kelem (G, 2) 5*a2'
kelem (G, 3)=5*a3;
kelem (G,4)=5%a4;

end
$Se llend matriz elemental de 4x4
end
%Llenado de matriz global con matriz elemental

for j=1:4
for i=1:4
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kglobal (conec (k,i+5),conec (k, j+5))=kglobal (conec (k,i+5), conec (k,j+5))+
kelem (i, )
end
end
end
end

tiempo=zeros(2,1); %Defino vector de tiempos
tiempo (1)=toc; %Guardo tiempo de ciclo elemental

$APLICO CONDICIONES DE BORDE A SISTEMA kglobal*T=b

$Multiplicamos y pasamos valores conocidos al vector b
$Llenamos el vector b con multiplicaciones conocidas
%y temperaturas conocidas

b=zeros (nnodos, 1) ;
for j=l:nnodos
for i=1:nnodos
if coord(i,5)~=1
b(i,1)=b(i,1)-kglobal(i,j) *coord(j,6);
else
b(i,1)=coord(i, o) ;
end
end
end

%Se modifica la matriz de coeficientes
$para terminar de introducir temperaturas conocidas

for i=1l:nnodos
if coord(i,5)==1
kglobal(:,1)
)
)

0;
kglobal (i, :)=0;
kglobal (i,1i)=1
end

end

’

tic; %Inicializo segundo contador
T=kglobal\b;
tiempo (2)=toc; %Guardo tiempo de solucidén T=kgloball\b

nfilasT=length(T(:,1));
Tmsh=zeros (nfilasT, 2);

$Se prepara archivo de salida para GMSH
for i=l:nfilasT
Tmsh (i,1)=i;
Tmsh (1i,2)=T (i) ;
end
%Se genera archivo de salida con T s nodales

fi=fopen('salida.txt', 'w');

for i=1:nfilasT
for j=1:2
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fprintf (fi, '$f \r', Tmsh(i,J));
end
fprintf (£i, '"\n');
end

fclose (fi)

--- Fin del Programa ---
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